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Die naturliche Anpassung von chemischen Strukturen 
an gekrummte Flachen 

Von Hans Georg von Schnering* und Reinhard Nesper 

Professor Rudolf Hoppe zum 65. Geburlstag gewidmet 

Durch die Symmetrie in natiirlicher Weise geleitet, teilen periodische Potentialflachen den 
Raum in festen. kristallinen Stoffen. Die Anordnung von Atomen, Clustern und Molekiilen 
folgt ganz offensichtlich dem (im allgemeinen) gekriimmten Verlauf dieser Raumteiler. In 
den Strukturen. wahlen deshalb die Atome nur einen sehr beschrankten Teil der unendli- 
chen Menge moglicher Positionen aus. Die periodischen Flachen separieren in den kollek- 
tiven Strukturen Bereiche unterschiedlicher Wechselwirkungen zwischen Atomen, Clustern 
und Molekiilen. Sie kannen in gewisser Weise als innere Oberflachen betrachtet werden, 
deren Kenntnis neue Einblicke in die Organisation kristalliner Stoffe gibt. Viele Hinweise 
sprechen dafiir, daB die schwach gebundenen Elektronen in den hochsten besetzten Orbita- 
len bevorzugt im Bereich der Raumteiler konzentriert sind. Auch dynamische VorgBnge 
(Phasentransformationen, Ionenleitung) lassen sich mit dem Verlauf der periodischen Po- 
tentialflachen korrelieren. Die Flachen sind iiberdies eine hervorragende didaktische Hilfe 
zur ErschlieDung der komplizierten dreidimensionalen Zusammenhange in kollektiven 
Strukturen, weil deren wesentliche Ziige auf (wenn auch gekriimmte) zweidimensionale Ge- 
bilde projiziert werden. Die Anwendung periodischer Potentialflachen auf so unterschiedli- 
che Stoffe wie Quarz, Messing und a-Amylose zeigen deren allgemeine Bedeutung. Schon 
einfache qualitative Betrachtungen offenbaren die vielfaltigen Beziehungen zu den Erschei- 
nungsformen der belebten und unbelebten Natur bis hin zu Mathematik, Kunst und Archi- 
tektur. Es scheint, als o b  in ganz universellem Sinn die Anpassung von Strukturen an eine 
kollektive Ordnung durch Kriimmung ihre natiirliche Losung findet. 

1. Wie organisieren sich Strukturen? 

Seit langem zahlt das Erkennen, Verallgemeinern und 
Nutzen von Beziehungen zwischen Strukturen von Stoffen 
und deren Eigenschaften zu den groBen Aufgaben der 
Chemie. Mit einfachen Konzepten (8-Elektronen-Regel, 
Zintl-Klemm-Regel, Radienverhaltnisse etc.) und komple- 
xen Methoden (z. B. Kraftfeld-, MO- und Bandstruktur- 
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Rechnungen) sind vielfaltige, weitreichende Aussagen 
mdglich, die a n  einer grol3en Anzahl genau bestimmter 
Strukturen im Detail gepruft und gegebenenfalls verbessert 
werden konnen. Man spurt aber, daB trotz der Aufdeckung 
vieler Einzelheiten entscheidende groBere Zusammen- 
hange noch nicht erkannt wurden oder noch nicht klar for- 
muliert werden konnen, wobei die Beschreibung ahnlicher 
Dinge mit haufig sehr unterschiedlichen Begriffen ein gro- 
Bes Hindernis ist. 

Wir sind vor etwa drei Jahren bei der Vorbereitung eines 
Seminars uber periodische Minimalflachen PMS (Periodic 
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Minimal Surfaces) auf die Idee gekommen, zu untersu- 
chen, ob es in elektrostatischen Ladungsverteilungen gege- 
bener Kristallsymmetrie so etwas wie zusammenhlngende 
Potentialflachen gibt, und wie diese gegebenenfalls ausse- 
hen. Inzwischen haben sich so viele neue Einblicke gerade 
in die groBen Zusammenhange zur Organisation kristalli- 
ner Stoffe ergebenl'-51, da13 eine ausfiihrliche Darstellung 
angebracht scheint. Vor allem zeichnet sich eine enge Be- 
ziehung zwischen dem Verlauf der Potentialflachen und 
der raumlichen Verteilung von Elektronen in Kristallen 
ab'"]. Die enge Zusammenarbeit mit S .  Andersson in Lund 
und S. T. Hyde in Canberra hat uns viele fruchtbare Im- 
pulse gegebeni7-'z1. Zur Zeit ist zwar noch nicht ganz si- 
cher, o b  das durch unsere Brille[*' Gesehene auch wirklich 
auf Dauer trdgfahig sein wird, aber selbst wenn nur das 
Schone in den Strukturen fester Stoffe bleiben sollte, es 
hatte sich allemal gelohnt. 

Chemische Strukturen von Molekiilen und in Kristallen 
faszinieren sowohl durch ihre lokale Symmetrie als auch 
durch die Symmetrie der sich im Kristallraum ausbreiten- 
den periodischen Translationsmuster. Die Symmetrie ist es 
auch, welche im ganz umfassenden Sinne chernische 
Strukturen rnit Objekten der unbelebten und belebten Na- 
tur, der Architektur und der Kunst kraft der obwaltenden 
mathematischen Beziehungen vereint. Diese Erkenntnis ist 
nicht neu, und man trifft in allen Bereichen immer wieder 
auf das Phinomen der optimalen Form, offensichtlich 
iiberall dominant und Herausforderung zum interdiszipli- 
naren Bruckenschlag. Aus der vielfaltigen Literatur seien 
zur Lektiire empfohlen: die Monographien von P e a r ~ d ' ~ ' ,  
Duartelt4J, Frei Otto et al.["', Steuens["l sowie Hildebrandt 
und Tromba"". 

Haufig paRt zwar die Symmetrie einzelner Objekte nicht 
zur Symmetrie eines Arrangements solcher Objekte, aber 
durch den Aufbau gekriimmter Strukturen ist dann eine 
Anpassung moglich: So wie sich etwa Sechsecke und Funf- 
ecke nahezu zwanglos zur Hiille eines FuDballs fiigen, 
kann auch ein chemisches Molekul entsprechender Struk- 
tur aufgebaut werden. In beiden Fallen bleibt die lokale 
Symmetrie der Bausteine erhalten, ohne daD sie sich in der 
des Arrangements wiederfindet. Man kann zeigen, d a b  
auch in chemischen Strukturen ganz allgemein bei der An- 
passung von Teilen an das Ganze der Kriirnmung eine be- 
deutende Rolle zukommt! 

Atome mit vier Bindungen werden als Zentren lokaler 
tetraedrischer Symmetrie betrachtet. Solche Objekte lassen 
sich nicht ohne Verlust dieser lokalen Symmetrie etwa zu 
einem dreigliedrigen Ring zusammenfiigen (Ringspan- 
nung). Ublicherweise paBt man bei der theoretischen Be- 
handlung die lokale Symmetrie der Bindungsfunktionen 
dann der Totalsymmetrie an. Erh2lt man aber die lokale 
Symmetrie, so kann das Arrangement des Dreirings nur 
durch Kriimmung der Bindungen eneugt werden. Die 
Kriimmung von Bindungen, lediglich an den Zentren lokal 
deren Symmetrie folgend, hat eine wichtige Konsequenz: 
Die iiblichen Bindungswinkel haben nur noch topologi- 
sche Bedeutung; die ,,wahren" Werte erhalt man allein 
durch eine Messung auf nicht-euklidischen Flachen, auf- 
gespannt durch die gebogenen Bindungen. Diese Vorstel- 
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lung kann auch auf bestimmte kollektive Kristallstrukturen 
iibertragen werden und tragt zum Verstandnis eigentumli- 
cher experimenteller Beobachtungen bei. 
Im kristallinen Zustand wird die Topologie chemischer 

Strukturen ganz wesentlich durch die Symrnetrie der peri- 
odischen Translationen mitbestimmt. Wahrend diese in 
Molekiilkristallen die Packung der Baueinheiten organi- 
siert, werden in den eigentlich kollektiven Strukturen - sol- 
che lassen namlich gerade nicht mehr molekulare Bauein- 
heiten zwanglos abgrenzen - auch primare Verkniipfungen 
zwischen den Atomen zum kollektiven Arrangement durch 
die Translation erzeugt. Auch in diesen Anordnungen 
stimmt die Punktsymmetrie lokaler Aggregationen im all- 
gemeinen nicht mit der Kristallsymmetrie iiberein. In den 
Strukturen scheint sich dann die Anpassung der lokalen 
Aggregationen an die Forderungen der Kristallsymmetrie 
durch Anschmiegen an periodisch gekriimmte Flachen zu 
vollziehen. Seien die Bausteine Atome, Molekiile, Cluster 
oder auch Brornbeeren (Abb. la) (auch Menschen?), ihre 
Aggregationen sind weitgehend ahnlich geregelt durch den 
KompromiB zwischen Formbestandigkeit des Individuums 
und der Gesetzeskraft des Kollektivs. Die Selbstahnlich- 
keit z. B. von Brombeere (Packung von ,,Brombeerchen") 
und Brombeerhaufen (Packung von Brombeeren) wird in 
der Mathematik Fraktal genannti'n,"'l. Sie tritt in der Natur 
in vielfaltiger Weise auf und findet sich auch in der Kom- 
bination von gekrummtem Einzelbaustein und seinem Kol- 
lektiv. 

Es ist das Verdienst von S. Andersson, die generelle Be- 
deutung periodischer Minimalflachen ak gekriimmte 
Raumteiler erkannt zu haben[7-y1. Solche Flachen sind Ge- 
bilde von aufierordentlicher Harmonie und Faszination, 
der sich kaum jemand entziehen kann. Hinweise auf Zu- 
sammenhange z. B. zwischen PMS und der Grobstruktur 
von Silicatmembranen hatte auch schon Mackay gege- 
hen""]. In letzter Zeit sind eine Reihe von Publikationen 
erschienen, die auch auf eine generelle Anwendung von 
PMS auf Kristallstrukturen zielen[2'-3'1. 

Wir konnten nun zeigen, da13 periodische Aquipoteniial- 
flachen PEPS (Periodic Equi-Potential Surfaces) und unter 
diesen insbesondere die Nullpotentialflachen POPS (Peri- 
odic z e r o  Potential Surfaces) geeigneter Coulomb-Felder 
solchen Minimalflachen sehr ahnlich sind. Sie sind jedoch 
von umfassender Bedeutung, da sie die PMS einschlieBen, 
und dariiber hinaus Raumteilungen ermoglichen, fur die 
entsprechende PMS nicht existieren konnen. Mit PEPS 
und POPS ergeben sich auch direkte Zusammenhange mit 
physikalischen Eigenschaften. Wir konnen daruber hinaus 
zeigen, daR das Konzept der periodischen Potentialflachen 
(PEPS) eine ganz generelle Beziehung zwischen der Kri- 
stallographie und PMS herstellt, die auch fur Mathemati- 
ker Bedeutung erlangt hat. PEPS werden namlich iiber 
symmetrie-adaptierte Verteilungen von Punkten bzw. gela- 
denen Punkten ermittelt. Solche Verteilungen sind unter 
dem Begriff Punktkonfigurationen (PK)[-"."I bekannt; es 
handelt sich dabei urn die grundlegenden Anordnungsmu- 
ster in den Symmetriegruppen. Einige dieser PKs bilden 
nach Fischer und Koch sogenannte Kugellagerungen, d. h. 
Graphen sich beruhrender K ~ g e l n ~ ' ~ - ~ ( ' ~ .  POPS sind in na- 
turlicher Weise mit solchen Kugellagerungen verknupft. 
Sie spannen die Raumteiler zwischen sich nicht schneiden- 
den interpenetrierenden Kugellagerungen auf. So wie z. B. 
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in  Abbildung 2c, wo sich die verbruckenden Nb-CI-Nb- 
Bindungen (gelb) der einen Teilstruktur (violette Seite) nie 
mit denen der anderen (blaue Seite) schneiden. Besonders 
wichtig ist dies fur Zerlegungen des Raumes in ungleiche 
Teile, weil die mathematischen Voraussetzungen zur Ablei- 
tung von PMS hier noch weitgehend fehlen. Ahnliches gilt 
fur Kugellagerungen mit verschieden gronen Kugeln. 

Wir glauben mit PEPS und POPS der Faszination, die 
von der ldee rdumteilender periodischer Minimalflachen 
und deren Krummungseigenschaften ausgeht, auch eine 
reale Komponente zur Seite zu stellen. Die erstaunliche 
Konsequenz, rnit der die Natur ganz offensichtlich chemi- 
sche Strukturen mit der Topologie periodischer Aquipo- 
tentialflachen und der durch diese als Raumteiler erzeug- 
ten gekrummten Labyrinthe verbindet, wird an zahlreichen 
Beispielen demonstriert. 

2. Erzeugung und Darstellung von 
Aquipotentialflachen PEPS 

Aquipotentialflachen PEPS und unter diesen auch die 
Nullpotentialflachen POPS sind rnit einem Coulomb-An- 
satz besonders einfach zuganglich. Hierzu werden in einer 
definierten dreidimensionalen (3D) Verteilung von Punkt- 
ladungen q ,  = (m +) und q2 = (n -) die elektrostatischen 
Potentiale P(.ryz) = C 9 , .  r; ’ fur eine groBe Anzahl von 

Stutzpunkten ( x y z )  berechnet (q, = vorgegebene Punktla- 
dungen; r, = Abstand zwischen 9,  und ( x y z ) )  und anschlie- 
fiend die Konturen gleichen Potentials ermittelt und darge- 
stellt. Die Verteilung der generierenden Punktladungen 9, 
wird entsprechend typischer Punktkonfigurationen ausge- 
wahlt, wie sie fur die Symmetrie der zu untersuchenden 
Raumgruppe charakteristisch i ~ t ‘ ~ ~ ’ .  Im einfachsten Fall 
werden zwei symmetrieaquivalente Punktkonfigurationen 
mit den Ladungen (+) und (-) belegt. Solche Anordnun- 
gen sind besonders wichtig, weil die Ladungsverteilungen 
kommutativ sind, d. h. bei einer Vertauschung von (+ ) und 
(-) andert sich der Verlauf von POPS nicht. Die gewahl- 
ten Punktkonfigurationen sind durch einen Translations- 
vektor -f rniteinander verknupft, dessen Vorzeichen den 
Wechsel der Ladungen beriicksichtigt. Fur die CsC1-Struk- 
tur gilt z.B. -.<=(it+) [Raumgruppe hh, (+) auf Posi- 
tion la  (000), (-) auf Position l b  (+if)]. 

Fur die rechnerische Auswertung wurde das Programm- 
system OBERFLEX[371 entwickelt, welches eine ganze 
Reihe verschiedener Funktionen miteinander verbindet. 
Das Programm MADKUG[381 berechnet zunachst die Git- 
terpotentiale nach der E ~ a l d - M e t h o d e [ ~ ~ l ,  deren Konver- 
genzverhalten uber die wahlbare Rechengenauigkeit GN 
gesteuert wird. Die Genauigkeit wird nach Testrechnun- 
gen ausgewahlt (45 C N S 7  giiltige Stellen); sie bestimmt 
die Rechenzeit ganz wesentlich. Entscheidend fur die Be- 
rechnung des gesamten Potentialraurns P ( x y z )  ist die Ein- 
fiihrung einer Sonde So rnit der Ladung 9,=01381, geeignet 
also zur Berechnung von Leerstellenpotentialen gerade auf 
denjenigen Positionen (xyz) ,  die nicht von einer der gene- 
rierenden Punktladungen 4, besetzt sind. Die Sonde So 
durchlauft den 3D-Raum in wahlbaren S ~ h r i t t e n ~ ~ ~ I ,  deren 
Abstand ein KompromiB zwischen Genauigkeit und Re- 
chenzeit ist. Ublicherweise reichen 20-40 Schritte entlang 

I 

der drei Gitterkonstanten aus, und diese eher grobe Eintei- 
lung fiihrt bereits zu ca. 8000 Potentialrechnungen fur eine 
asymmetrische Einheit. 

Die anschlienende Interpolation liefert mit dem Pro- 
gramm LINES[’71 oder POLYGON1371 ausreichend gegllt- 
tete PEPS- oder POPS-Flachenstucke in der asymmetri- 
schen Einheit, die gegebenenfalls iiber die Symmetrie-Ele- 
rnente der zugehorigen Raumgruppe innerhalb eines wahl- 
baren Parallelepipeds oder einer Kugel beliebiger GroRe 
expandiert werden konnen (Programm EXPAND[’71). Die 
Darstellung erfolgt in Form offener Netze bzw. geschlosse- 
ner Polygone, welche graphische und topologische Aus- 
wertungen ermoglicht, z. B. die Berechnung des Flachenin- 
halts. Die vollstandige Darstellung der Fllchen wird expli- 
zit gespeichert und kann modular verwendet werden. Da- 
durch ist die modulare Zusammenfugung von Flachen mit 
entsprechend skalierten und gespeicherten Strukturen oder 
konvexen Polyedern moglich (STRU KTUR1371, KVEX- 
POLi371). Zwei neue Graphikprogramme erlauben schlieB- 
lich die Darstellung und interaktive Veranderung der ge- 
nannten Bildkombinationen auf einer zweidimensionalen 
Graphikstation (AED767[*l, FNETZ1”]) oder auf einer 
dreidimensionalen RASTER-Graphikstation (RASTER 
TECHNOLOGIES, MODEL ONE/38O1”, 

Die graphischen Darstellungen lassen sich schlieBlich 
uber ein vorab zu definierendes Drehbuch zu bewegten 
Filmsequenzen zusammenfugen. Die automatische Auf- 
zeichnung der Einzelbilder steuert das Programm 
FNETZ[”I fur SUPER-8- und 16-mm-Filme sowie fur Vi- 
deokamera (U-MATIC). SchlieDlich konnen auch Darstel- 
lungen (ohne Hinterschnitte) von geschlossenen Flachen 
und Strukturen derart aufbereitet werden, dafi sie von ei- 
ner numerisch gesteuerten Frasmaschine zur automati- 
schen Herstellung von Modellformen verwendet werden 
konnen (FNETZ[”’, FRAES137’). 

3. Topologie von Nullpotentialflachen POPS 

Im folgenden wollen wir die Eigenschaften von POPS 
im Zusammenhang rnit den erzeugenden Punktkonfigura- 
tionen (PK) der Symmetriegruppen aufzeigen und auch 
auf die Beziehungen zwischen POPS und periodischen Mi- 
nimalflachen PMS eingehen. Man muR zunachst zwei 
grundsatzlich verschiedene POPS-Typen unterscheiden: 
die aus kommutativen PKs und die aus nicht-kommutatiuen 
PKs. 

3.1. POPS aus kommutativen Punktkonfigurationen 

Fur solche POPS sind unabhangig von der aktuellen 
Symmetrie einige Randbedingungen erfullt: a) Die Sym- 
metrie von Ladungsverteilung und Potentialraum gehorcht 
einer sogenannten Schwarz- We$-Symmetriegruppe. - b) 
Positiver und negativer Partialraum sind topologisch ver- 
tauschbar, haben also auch gleiche Volumina. - c) Die zu- 
geharige POPS teilt folglich den Raum in gerade diese 

(*I CIS Graphik & Bildverarbeitung, D-4060 Vierren. 
[**I Unter Vewendung des Grdphikpakets DI-3000, Precision Visuals. 
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streng aquivalenten Halften, ist demnach inuarianf gegen 
eine Vertauschung der generierenden Ladungen und ent- 
hPlt genau jene Symmetrieelemente, welche die Vertau- 
schung der kompletten Partialraume bewerkstelligen. - d) 
Diese POPS gehoren deshalb zu einer Obergruppe (Nor- 
malisator) der generierenden Symmetriegruppe (Raum- 
gruppe), im Grenzfall zur Cheshire-Gruppe. Nehmen wir 
z.B. als erzeugende Struktur Cs°CIQ rnit der Symrnetrie 
P m h ,  dann hat die POPS (CseCIQ) die hohere Symrnetrie 
lm3m;  wahlt man Na@Tle rnit der Symmetrie FdSm, so hat 
die POPS (NaeTlo) wiederum die hohere Symmetrie P n h  
(u'=u/2). - e) Unter allen Aquipotentialflachen PEPS ei- 
ner gegebenen Ladungsverteilung hat die POPS die klein- 
ste maximale Kriimmung und auch die kleinste mittlere 
Kriimmung an j edem Punkf der Flache. - f) Die integrale 
Krummung iiber die asymmetrische Einheit ist R=O, und 
zwar wegen der Vertauschbarkeit der Partialraume. 

Gerade diese Eigenschaften machen die POPS den ma- 
thematischen periodischen Minimalflachen PMS gleicher 
Symmetrie so ahnlich, in bestimmten Fallen wahrschein- 
lich auch exakt gleich (was jeweils nachgewiesen werden 
mul3). Fur die PMS gilt namlich, da8  die mittlere Kriim- 
mung, d. h. die Summe der beiden Hauptkriimmungen an 
jedem Punkt der Flache verschwindet: H = (K, + K ~ )  = 0. 
Damit ist trivialerweise auch R=O, wie bei den POPS, fur 
die aber keinerlei exakte Bedingungen zur mittleren loka- 
len Kriimmung angebbar ist ; hier miissen lediglich positive 
und negative Kriimmungen gleichen Betrages an irgend- 
welchen, im allgemeinen verschiedenen Stellen der POPS 
auftreten. Dennoch stimmen PMS und POPS in speziellen 
Punkten (xyz )  bzw. auf bestimmten Geraden exakt iiber- 
ein, und zwar wegen der unter c) und d) genannten Rela- 
tionen, die fur PMS und POPS gleichermal3en gelten. So 
bilden z. B. zweizahlige Achsen auf PMS und POPS Gera- 
den, die zur mathematischen Herleitung der PMS als 
Randbedingungen benotigt werden. lnversionszentren sind 
auf beiden Flachen stets zugleich Flachpunkte, jedoch 
keine Sattelpunkte. 

3.2. POPS aus nicht-kommutativen Punktkonfigurationen 

Werden POPS aus nicht-kommutativen PKs erzeugt, 
dann entfallen alle unter 3. la-f) genannten a-priori-Bedin- 
gungen. Fiir die POPS dieses Typs (Typ 2) gilt lediglich: 
Sie gehoren zur Symmetriegrvppe der generierenden La- 
dungsverteilung; sie separieren die beiden unterschiedli- 
chen Partialraume derart, da8 die Volumenintegrale iiber 
die Potentiale beider Partialraume entgegengesetzt gleich 

sind j P ( - ) d V =  - P ( + ) d V  . Die Volumendif- 

ferenz zwischen beiden Partialraumen ist um so groBer, je 
mehr sich die mittleren Potentiale beider Teile unterschei- 
den. Fur V ( + ) <  V(-) sollte im allgemeinen eine Schar 
von PEPS im (gro8eren) positiven Partialraum existieren, 
welche kleinere mittlere und integrale Kriimmungen auf- 
weisen als die POPS. Unter den PEPS mu8 es wiederum 
eine PEPSmi, geben, fur welche die integrale Kriimmung 
verschwindet (B= 0). Auch deren Raumteilungseigen- 
schaften sind naherer Untersuchungen wert, die wir bisher 
aber noch nicht systematisch durchfiihren konnten, weil 
sich das Aufsuchen solcher PEPS als recht schwierig er- 
wies. 

0 1 V( + ) 

("(0) 

Da PEPS vom Typ 2 gtundsatzlich keine Symmetrieele- 
mente enthalten, konnen auch keine mathematischen 
Randbedingungen zur Herleitung aquivalenter PMS ange- 
geben werden - ein wesentlicher Unterschied zu den FIB- 
chen vom Typ 1. Dennoch kennt man heute schon einige 
PMS dieses Typs, die den Raum in nicht-aquivalente Teile 
zerlegen, wie z. B. die Flachen I-WP und OC-TO[4"1. Sie 
wurden in der Regel empirisch mit stochastischen Metho- 
den gefunden. Aber selbst diese FlPchen sind - wenn auch 
nicht parameterfreien - Randbedingungen unterworfen, 
sofern sie von Symmetrieelementen geschnitten werden. So 
schneiden z. B. alle Drehachsen und Spiegelebenen die 
POPS und PMS vom Typ 2 senkrecht zur Flache. Jede 
zweizahlige Achse senkrecht zur Flache erzeugt minde- 
stens einen Sattelpunkt an der Schnittstelle, alle Drehach- 
sen hoherer Ordnung einen Flachpunkt. Allerdings sind 
diese Punkte nicht in Richtung der Drehachse festgelegt 
(vgl. die Beweglichkeit einer Seifenblase entlang eines 
durchstonenden Halmes). Schnittlinien von POPS (PMS) 
rnit Spiegelebenen bilden ebene Kurven, denn alle ihre 
Normalenvektoren liegen in einer Ebene, der Spiegel- 
ebene. 

3.3. Crundsatzliches zur Topologie 

Eine sehr wichtige topologische Information erhalt man 
aus den POPS und den PMS iiber die Existenz, die Form 
und die Orientierung von Tunnelverbindungen zwischen 
den Hohlraumen gleichen Potentials (vgl. z.B. Abb. Ic, 
CsCI). Sie zeigen, in welchen Richtungen sich Strukturele- 
mente gleicher Art ,,sehen konnen", in welchen Richtun- 
gen also gegebenenfalls Wechselwirkungen zwischen sol- 
chen Einheiten auftreten konnen. Wir glauben auch, da8  
diese Tunnel symmetriebestimmte Polarisationsrichtungen 
definieren, die (falls durch die Symmetrie erlaubt) stets 
vorhanden sind, jedoch in Abhangigkeit von der Art der 
beteiligten Atome oder Aggregate mehr oder weniger stark 
wirksam werden. Besonders starke Wechselwirkungen zwi- 
schen gleichartigen Einheiten entsprechen kovalenten Bin- 
dungen mit kurzen Abstanden zwischen benachbarten 
Atomen. Solche Strukturen gehoren haufig zu Raumgrup- 
pen, deren Symmetrie POPS mit ausgepragten Tunnelsy- 
stemen erzeugt (z. B. D* mit NaTl oder Diamant (Abb. lb); 
Q* mit Q u a n  oder a-Amylose (Abb. lj). 

Im Gegensatz dazu gibt es nur ganz wenige POPS ohne 
jegliche Tunnelverbindungen, bei denen ,,positive" und 
,,negative" Bereiche optimal abgeschirmt werden. Typi- 
sche Beispiele sind die F*-Flache der Na@Cle-Ladungs- 
verteilung oder die W*-Fllche (Tabelle 1 ; Abb. Ig, h), die 
zum Verstandnis des Substitutionsverhaltens bestimmter 
Clathratstrukturen beitriigt (vgl. Abschnitt 5.7). Auch mit 
hexagonaler Symmetrie wurde eine POPS mit dieser selte- 
nen Eigenschaft gefunden (vgl. auch E*, Tabelle I, 
Abb. 1 k). 

SchlieBlich gibt es unter den POPS vom Typ 2 eine 
Klasse von Flachen, die weder Tunnel noch abschirmende 
Ebenen enthalt, sondern Blasen (F-P,, I - W ) .  Fur diese ist 
die GauBsche Kriimmung stets positiv, ein grundsatzlicher 
Unterschied zu den zusammenhangenden Fllchen. Den- 
noch existiert auch in diesen Fallen zwischen den Blasen 
eine PEPS mit verschwindender integraler Kriimmung. 
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Abb. I .  Typen periodischer Nullpotentialflichen (POPS). Linke Seite (a-n): 
POPS mit vertauschbaren Teilraumen (Typ I). a) Der Brombeerhaufen eine 
dichte Packung von Zentren (Brornbeeren) mit dichter Packung von Zentren 
(,.Brombeerchen") - steht beispielhaft fur Selbstahnlichkeiten. die man auch 
in der Strukturchernie haufig beobachtet (zwischen Anordnungen von Ato- 
men, von Molekulen und Clustern, von Teilstrukturen). b) Die Fliche D* 
(NaTI: blau. gelbbraun) trennt zwei interpenetrierende Teilstrukturen vom 
Diamanttyp. c) Die Flache P* (CsCI: rot) rnit einern Teil ihres symmetriehe- 
dingten Rahmens (weilk Geraden, C2-Achsen in I r n h ) .  d )  Die Flache S' 
separiert zwei vierarmige Tunnelsysteme (griin, gelb). e) Die Flache Y** 
trennt zwei spiralformige vierfach verzweigte Teilraume (rot. gelb). Die FIB- 
che hat keinen euklidischen Rahmen; pie hingt nur in den Flachpunkten 
(blaue Kugeln, lnversionszentren in la%). 0 Die Fliche Y' (gelb) tritt in 
enantiomeren Paaren ( *  Y*, Y*) auf, von denen jedes zwei chirdk vierar- 
mipe Tunnelsysteme trennt. gj-i) Die drei vollstandig geschlossenen Flachen 
F* (NaCI, griin mit roten und blauen Erzeugern), W' (blau) hzw. €* (rot). j )  
Die hexagonale Flache Q* (blau) besteht aus zwei Sorten Helices (Doppelhe- 
lix entlang der senkrechten Kanten, Einhchhelices entlang 113 2/32. 213 I /  
32, z-Richtung nach oben). k) Die hexagonale Flache E separiert die WC- 
Struktur in die Teilraume von W (rot) und C (blau). I) Die hexagonale FlPche 
P-G trennt AIBl in die Teilstrukturen von Al (rot) und B (gelb). rn) Die FIi- 
che P: I' teilt den Raum tetragonal in Form kreuzweise gestapelter RBhren. 
n) Die tetragonale Flache "D* spannt zwei dreiarrnige Tunnelsysterne auf. 
Die nicht-kubischen POPS erhalten die hier abgebildeten Formen nur fur 
hestimmte charakteristische Bereiche von c/u. - Rechte Seite (0-1): POPS mit 
nicht vertauschbaren Teilraumen (Typ 11). 0, p) Zwei Ansichten der Flgche 
IP,-J*, die einen achtarmigen (dunkelblau) von einem vierarmigen Teilraum 
(hellhlau) trennt. Eine HBlfte der kubischen Elcrnentarzelle ist dargestellt. q) 
Die Flache P* J *  (ReO,) separiert zwar topologisch identische Teilraume 
(Typ I ) ,  sie hat aber auf jeder Seite zwei Sorten von Kavernen (grolle gelbe 
Kaverne mit zwblf und kleine hlaue mit vier AusgBngen (vorn angeschnit- 
ten)). r) Die Flache PPJP-J vereint die Charakteristika von P* und IP, -J* .  
Vierzehn Ausgange verbinden die roten Kavernen untereinander und vier die 
kleinen blauen (zentriert durch die Kanten der kubischen Zelle). 5 )  F-P, 
(CaF?) schlieOt einen Strukturteil (Ca) in Blasen (orange) vollig ein. t) Die 
Flache I- W (Cr3Si) hullt ebenfalls die Minderheitskomponente (Si) vollstan- 
dig cin. 
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POPS mit Blasenstruktur entsprechen gespannten PMS, 
etwa eine regelmaRige Struktur isolierter Seifenblasen. 

3.4. Wieviele POPS kann man erzeugen? 

Die Antwort auf diese wichtige Frage ist zunachst er- 
nuchternd: Es gibt unendlich viele! Wahlt man z. B. eine 
Ladungsverteilung nach Art der NaTI-Struktur und er- 
zeugt die D*-Flache in der Raumgruppe FZ3m mit den Pa- 
rametern: ( 1  +) auf 000, ( I  +) auf ;$& ( I  -) auf i f+ und 
(1 -) auf :, so kann man durch die Reduzierung der La- 
dungen auf &$; (+) und ::: (-) kontinuierlich zur F*- 
Flache von NaCl kommen. Anfang ( D * )  und Ende ( F * )  
dieser Transformation unterscheiden sich drastisch! Je- 
doch tritt im Verlauf dieser kontinuierlichen Transforma- 
tion kein topologisch neuer Typ auf (vgl. Abschnitt 7). Dies 
muR naher erlautert werden: Die Topologie unterscheidet 
Korper nach ihrem Genus, d. h. der Anzahl von Schliiu- 
chen (Tunnel, Kanale), die von ihnen ausgehen. Jede Ku- 
gel hat demnach das Genus 0, Kugeln mit einem Henkel 
haben das Genus I (= 2/2) usw. Jede periodisch unendli- 
che Flache, die den Raum in irgendeiner Form teilt, hat 
entsprechend das Genus n, das ist die Anzahl der von einer 
Elementarzelle zu benachbarten Zellen fuhrenden Kanale 
(z. B. ,,CsCI", n = 6/2 = 3, Abb. lc). Die oben erwahnte D*- 
Flache besteht aus einem vierarmigen Tunnelsystem, das 
z. B. die Diarnantstruktur einhullt, und welches gemal3 der 
zur D*-Flache gehorenden Cheshire-Gruppe PnTm (a '=a/  
2) zum Genus 4 gehort (fur die ganze NaTl-Zelle als Er- 
zeuger ist das G e n u s = 3 2 = 4 ~ 2 ~ ;  a-2a'). Die Na@CIo- 
Verteilung liefert dagegen die POPS F* ohne irgendeinen 
Tunnel: Genus = 0. Bei der oben genannten Transforma- 
tion behalten aber alle Zwischenstufen das fur die D*-Flii- 
che typische Genus=4, d.h. die unendliche Menge der 
POPS dieser Transformation gehoren zu nur zwei topolo- 
gisch unterschiedlichen Typen. 

Es ist vollig klar, da13 allein die Diskussion topologi- 
scher Typen bei der Untersuchung von Strukturen und Ei- 
genschaften von allgemeinem lnteresse sein kann. Nur 
diese bilden eine kleine uberschaubare Gruppe prinzipiell 
verschiedener Formen: Eine sehr ermunternde Erkennt- 
nis! 

3.5. Unterschiede zwischen POPS und PMS 

Man kann zeigen, daR fur bestimmte Symmetriegruppen 
keine PMS erzeugt werden konnen, z.B. fur die Raurn- 
gruppe F d h .  Wahlt man etwa in der Raumgruppe F43m 
eine der Zinkblende-Struktur entsprechende Ladungsver- 
teilung (F'+'lf:fl P-)) ,  so erhalt man ohne Schwierigkei- 
ten die POPS D (Tabelle 1) der Symmetrie F d h .  Sie hat 
das gleiche Genus = 4 wie die Flache D* ( = PMS , ,D' von 
Schwarz) und auch das gleiche System von C2-Achsen, 
welche als Geraden auf der Flache liegen. Wurde man also 
dieses System von Geraden in eine Seifenlosung tauchen, 
so erhielte man deshalb nur eine stabile PMS, namlich ge- 
rade die der POPS D* entsprechende PMS ,,D". Im vorge- 
gebenen Rahmen ist allein diejenige Fl%che auch PMS, die 
weitere C2-Achsen senkrecht zur Flache produziert, denn 
nur dadurch kann a n  allen Stellen die Kriimmungsbedin- 
gung H=O erreicht werden (PMS-Symmetrie ist deshalb 

PnSm mit a'=a/2).  Der genannte F d h - R a h m e n  aus C7- 
Achsen kann demnach eine zur POPS D aquivalente PMS 
nicht produzieren. Die POPS D hat dagegen nur die 
schwachere Bedingung B= 0 zu erfullen, und deshalb kon- 
nen im gegebenen Rahmen aquivalente Flachenstucke (wie 
z.B. Segel) abwechselnd mehr oder weniger stark aufge- 
blaht werden, ohne daR der Charakter der Tunnelstruktur 
verloren geht. Das hat damit zu tun, daR zur Erzeugung 
der POPS nicht alle aquivalenten Positionen durch Ladun- 
gen besetzt sein mussen (und auch nicht sind) und die 
POPS darauf topologisch reagieren kann, was der PMS 
gleicher Rahmenbedingungen nicht moglich ist. Die Fami- 
lie der POPS ist also grol3er als die der PMS. Analysiert 
man im einzelnen die topologischen Anderungen beim 
Ubergang von D* nach D, so hat man unmittelbar den Ein- 
druck, als ware die D-Flache (FdTm, ZnS) durch periodi- 
sche Druckschwankungen in den Labyrinthen moduliert. 

Ein weiterer wichtiger Unterschied betrifft die soge- 
nannte Orientierbarkeit der Flachen. Aufgrund ihrer Kon- 
struktion, namlich der Trennung von positivem und nega- 
tivem Raum, sind die POPS stets orientierbar, d. h. niemals 
kann eine Situation von der Art des Mobius-Bandes auf- 
treten, auf dem man kontinuierlich von der positiven zur 
negativen Seite gelangen konnte. PMS mit dieser Eigen- 
schaft sind dagegen bekannt. 

4. Die periodischen Nullpotentialflachen POPS 

Tabelle 1 gibt eine Zusammenstellung der gegenwiirti- 
gen Kenntnisse. Die graphischen Darstellungen sind auf 
mehrere Abbildungen verteilt und jeweils durch kurze 
Symbole gekennzeichnet. Man mu13 sich stets vor Augen 
halten, daR die POPS zunachst nur die Symmetrie der zu- 
gehorigen Raumgruppe widerspiegeln und damit auch die 
Raumteilereigenschaften der zugehorigen Punktkonfigura- 
tionen PK charakterisieren. Sie werden aus nur wenigen 
speziellen Punktlagen xyz erzeugt, die bis auf wenige Aus- 
nahmen nichts mit einer realen Struktur zu tun haben. Sie 
haben primar auch nichts mit solchen Strukturen zu tun, 
die man mit den generierenden Ladungsverteilungen in 
Zusammenhang bringen kann. Bezeichnungen wie z. B. 
CsC1-Flache usw. sind lediglich als sinnfallige Kurzformen 
verwendet worden. Die grolJe Ahnlichkeit von POPS und 
PMS zeigt weiterhin nochmals, daB der elektrostatische 
Ansatz lediglich ein gut handhabbares Verfahren liefert, 
um den Verlauf der raumteilenden Flachen (P(xyz )=O)  zu 
ermitteln. Es kann keinen Zweifel geben, daR man zu prin- 
zipiell gleichen Formen gelangen wird, wenn es etwa ma- 
thematisch anzugeben gelange, wo ein ,,blauer" Partial- 
raum in einen ,,roten" ubergeht! Entsprechendes gilt auch 
fur andere Potentialansatze. Pumpt man z. B. Luftballons 
auf, die entsprechend einer kubisch raumzentrierten Struk- 
tur auf konstante Abstlnde fixiert sind, so nimmt die tren- 
nende Haut schlieRlich die Form der sogenannten P-FIB- 
che (=POPS P*) an. Zur Benennung der POPS (Tabelle I )  
haben wir Symbole gewahlt, die sich an die schon bekann- 
ten PMS anlehnen oder andere einfache Beziehungen her- 
stellen (Q* fur die Symmetriegruppe von Quaa). Weiter- 
hin wird ein ausfuhrliches Symbol verwendet, welches den 
Zusammenhang zur Generierung der Flachen herstellt. 
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Tabelk I .  Periodische Nullpotentialllachen POPS, deren Zusammenhang mil den erzeugenden Punktkonfigurationen (PKs) sowie mil einigen bekannten periodi- 
schen Minimalllachen PMS. Die Ladungen auf den PKs sind hochgestellt, die Wyckoff-Positionen der Raumgruppe sind tiefgestellt angegeben. c, h und t stehen 
f u r  kubsche. hexagonale und tetragonale Bravais-Gitter ( A  = logisches ,,und’). 

POPS POPS- Erzeugende Erzeugende PK vollstandiges Synonym PMS 
Symmetrie Raumgruppe POPS-Symbol 

fur POPS 

PmTm 
F d h  
PmTm 
Im5m 

14,32 
FmJm 
FmJm 
I D d  
PmJn 
Fa3m 
P4>32 
P4,32 
fmSm 
fmSm 

P2,3 

12‘3 

P6422 
P6222 
P6m2 
P62c 
P6/mmm 
R h 
I4 /amd 
P42/mmc 

14122 

14‘22 

Beispiel D* : Erzeugende Symmetriegruppe ist Fd% mit 
den aquivalenten Positionen (8a) und (8b), welche beide 
die Punktkontiguration D haben (vgl. [331). Besetzt wird 
D(*.,, mit (1 +) und Q8,,, mit (1 -). Die resultierende POPS- 
Symmetrie ist P n h  und entsprechend ist das Symbol 
cP(DI i f I D), weil die POPS eine kubische P-Translation 
aufweist und zwei D-Konfigurationen voneinander trennt, 
die gegeneinander um )if verschoben sind. Der letztge- 
nannte Sachverhalt wird durch das Symbol D* beschrie- 
ben und damit zugleich die Analogie zur Schwarzschen 
Minimalflache D hergestellt (ubrigens eine falsche Symme- 
trieangabe). 

Heute sind alle kubischen Raumgruppen systematisch 
auf die Existenz von PMS und POPS vom Typ 1 unter- 
sucht, fur die alle erzeugenden PKs paarweise gleiche 
Punktsyrnmetrie aufweisen, auch wenn mehrere PKs zu ei- 
nem Teilraum gehoren. Dagegen gibt es iiber Flachen vom 
Typ 2 selbst fur die kubischen Systeme nur minimale In- 
formationen. Wie bereits erwahnt, fehlen insbesondere fur 
die PMS systematische Ansatze uber die mathematischen 
Randbedingungen. Es spricht aber einiges dafur, dal3 man 
mit Hilfe geeigneter POPS weiter kommt. 

VerlaRt man die kubischen Systeme, so gewinnt man 
durch die variablen Achsenverhaltnisse zusatzliche freie 
Parameter in den niederen Kristallklassen. Durch solche 
Anisotropie-Effekte konnen z. B. in bestimmten Richtun- 
gen Tunnel miteinander verschmelzen, und in anderen 

Cl(Pl+f+lP) 
cP(Dlf $+I D) 
cl(PJI f ++ I PJ) 
c1(1P210001J~) 
C I ( Y ’ l ) + + l  Y’) 

CP(Fl+i+l F) 
cF(F10001 P2) 
C l ( S l + f + l S )  

cP(110001 w) 
C F ( F I S + f l F )  
C I ( + Y l $ f + l  + Y )  
c l ( -  Y l f + +  I - Y) 
c l (Wl f f f l  w) 

C I ( F Y I + + + I  FY) 

c I (P2 Y’ I +$:I P2 Y’) 

cP(P * JPS( 118) 10001 J) 

hP(-QlOO+l -Q) 
hP(’QlO0fl ‘Q) 
h P(PI 4 f + I P) 
h P(E I00 i I E) 
hP(P10001 G) 
hR(Rl00fl R) 
I C ~ D I O O ~ I ~ ’ D )  
t C(P , I I~~OI  F‘J) 

I I? D 2xx I f + 0 I ” D 2x X) 

1 IrD2xx I0001 “DZxi) 

CSCl 
NaTl 
2 Re03 
- 

- 

NaCl 
CaF2 
2 B’-Ga 
CrSi 
ZnS 
- 
- 
- 

- 
- 

- 

Q U ~ R  
Quarz 
wc 
2 wc  
AlBz 
- 

NbAs 
- 

- 

- 

Schwarzsche P - F k h e  
Schwarzsche D-Fliche 
Neoviussche Flache 
Schoens Flache I-WF‘ 
Schoens Gyroide 

fischer & Kochs S 

Fischer & Kochs Y 
fischer & Korhs Y 

Schoens Flache OC-TO 

I x =  118: Schoens Gyroide 

x=O:  F’, X =  1/8: Y *  

x = O :  Schwarzsche P-Fl3che. 

Schoens Flache H ’ - 7  (c ia=  I )  

Schoens FlPche D, (c /a  = 2)  
Schoens Flache CLP (c/u= I/y?) 
(x-0, c / u = f i ) :  D’. ( x =  I / &  r / u =  I ) :  I Y**,(x=1/4,r/a=2): F’ 

Richtungen vollstandig abreiRen. Zugehorige Kristall- 
strukturen weisen dann in der Regel auch den Charakter 
von Schichtstrukturen auf (vgl. Abschnitt 7). Insgesamt 
sind aber unsere Kenntnisse uber POPS und PMS fiir diese 
194 Symmetriegruppen sehr gering. 

Wie wirkt sich die Aufspaltung einer mit einer Ladung 
besetzten hochsymmetrischen Position auf die Topologie 
der POPS aus? Diese Frage ist fiir Strukturchemie und 
Kristallographie gleichermaRen wichtig. Der Vorgang ent- 
spricht 2.B. dem Ersatz eines Atoms durch einen Cluster 
bzw. ein Molekul. Man denke etwa an den Ubergang 
CsCI-CaB,. Die invarianten symmetriebedingten Rah- 
menbedingungen (Raumgruppe P m h )  bleiben jedenfalls 
unabhingig von der Wahl der Multipole erhalten, und ei- 
nige ausgewahlte Beispiele lassen zumindest verm~ten‘~’’ ,  
dal3 sich die Topologie zwar lokal andern kann, aber den- 
noch ihre wesentlichen Ziige, d .h .  den Typ, behalt. - 
SchlieBlich sei auf den wichtigen Zusammenhang zwi- 
schen POPS und PMS einerseits sowie den Wirkungsbe- 
reichsteilungen mit dem Konzept der konvexen Polyeder 
andererseits h i n g e w i e ~ e n ~ ~ ’ . ~ * - ~ ~ ]  . Haufig stellen die mit der 
Polyedermethode ermittelten Facettenflachen recht gute 
Naherungen von POPS und PMS dar (Abb. 2p) und es gibt 
mit dieser Methode sogar ableitbare Teilungen des 3D- 
Raumes in vier sich durchdringende Labyrinthe (vier Far- 
ben), fiir die bisher aquivalente PMS oder POPS nicht an- 
gebbar sind. 
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5. POPS und Strukturen 

Was haben Nullpotentialflachen POPS (oder auch peri- 
odische Minimalflachen PMS) mit chemischen Strukturen 
zu tun'? Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, wie die al- 
lein durch die Symmetrie geformten Flachen in geradezu 
naturlicher Weise chemische Strukturen in Kristallen auf- 
teilen und wie dabei diese ,,Fraktionierung" offenkundig 
den unterschiedlichen Wechselwirkungen zwischen den 
Partialstrukturen Rechnung tragt. Die Abbildungen 1-6 
zeigen die wichtigsten bisher bekannten POPS neben einer 
willkurlichen Auswahl von Strukturen ganz unterschiedli- 
chen Charakters, die allein durch einen Skalenfaktor in die 
zugehorige POPS eingepaRt sind. 

5.1. Die Flache P" 

Die Flache P* (Abb. Ic) ist neben denen vom Typ IP2-J* 
und P*J* (Tabelle 1) ein Repriisentant der Symmetrie- 
gruppe ImTm, und sie ist zugleich passend fur die Topo- 
logie von Strukturen in den Untergruppen 143m, 1432, 
imT,I23, PmJm, P33m, P&n, P432, PmJ,  P23 etc. In Ab- 
bildung 2a ist ein Teil der Sttuktur des Zeoliths Sodalith 
dargestellt (Na4A1,Si,,0,,C1; P73n). Na und CI bilden 
eine Partialstruktur vom Typ der intermetallischen Phase 
P tHh.  Das gesamte Aluminosilicatgerust liegt in sehr gu- 
ter NBherung aufder  P*-Flache, wahrend sich die wenigen 
Na@-Ionen in den Zentren der Kavernen und die CIQ-lo- 
nen oberhalb von zwolfgliedrigen Ringen des Silicatgerii- 
stes befinden. Die Bindung der 0-Atome ist nun derart, 
daB die ,,freien" Elektronenpaare beiderseits der Flache 
und zu gleichen Teilen zu den Kationen ausgerichtet sind. 
Sie bilden also praktisch entlang der P*-Flache eine Dop- 
pelschicht, die vornehmlich an den polaren Wechselwir- 
kungen mit den Kationen beteiligt ist, wahrend die eher 
kovalente Partialstruktur die Flache nachbildet. Die Soda- 
lith-Struktur kann man analog auch mit Hilfe der Flache 
1P2-J* beschreiben (Gruppe-Untergruppe-Beziehung: 
ImTm-Ia3rn-P33m). Da Al und Si gleichwertige Funktio- 
nen erfullen, kann man sie symmetrisch zusammenfassen 
zu Pmsm. Das Aluminosilicat-Gerust ist in der Tat koinzi- 
dent mit den Schnittlinien der Flachen P* und IP2-J*. 
Letztere hat gerade im Bereich der zwolfgliedrigen Ringe 
Tunneloffnungen und ist dort verschlossen, wo die 6ff-  
nungen von P* liegen (oberhalb der achtgliedrigen Ringe). 
Beide Flachen sind topologisch in der Flache PPJP-J 
(Abb. lr) kombiniert, deren Symmetriegruppe allerdings 
nur noch PmTm ist. Auch fur diese liegt das (AI,Si)O,-Ge- 
rust auf der Flache und alle Tunneldurchgange sind offen. 
Offenbar beschreiben alle drei zum genannten Symmetrie- 
zweig gehorenden POPS (PMS) in gleicher Weise die 
raumliche Separierung der unterschiedlichen chemischen 
Wechselwirkungen. 

In der Struktur von CaB, (Pmjm, Abb. 2b) bilden Caz@ 
und zu einem dreidimensionalen Netz verkniipfte B,-Ok- 
taeder zwei kubisch-primitive Partialstrukturen, die durch 
P* voneinander getrennt werden. P*  ist hier offenbar eine 
innere Oberflache, welche gewissermaRen die ionischen 
Wechselwirkungen zwischen Ca'@ und den Elektronen des 
Borgeriistes zentriert. Wegen der groReren Ausdehnung 
des B,-Netzes im Volumen markiert die gekriimmte Flache 
gleichzeitig den Bereich, in welchem sich die am schwach- 

sten gebundenen Elektronen der gesamten Struktur - die 
zwischen den Ca- und den B-Atomen - befhden["l. Die 
wichtige Perowskit-Struktur (CaTiO?, PmTrn) laRt sich ana- 
log mit Hilfe von P* beschreiben. 

Etwas undurchsichtig erscheint auf den ersten Blick der 
Sachverhalt fur die komplizierte Struktur von a-Mn 
(1a3m). Eine topologische Aufspaltung ist fur das Element 
Mn schwierig, obgleich man weiB, dal3 die vier kristallo- 
graphisch unterscheidbaren Mn-Positionen Atome unter- 
schiedlichen magnetischen Moments enthalten. Es sind 
aber ca. 60 binare und ternare Phastn mit dieser Struktur 
bekannt. Fur einige von diesen liegen genaue strukturelle 
Angaben vor. Offenbar separiert die Natur auch hier die 
vier kristallographischen Positionen rnit einer POPS in sol- 
che, die nahe der POPS liegen (Lagen 24(g), 24(g)), und 
solche, die weiter von ihr entfernt sind (Lagen 2(a), 8(c)). 
Dabei beobachtet man A17B,2-Strukturen (A= Mg, Ta, Re' 
B = Al, Ta)'501, in denen haufig das elektronegativere Ele- 
ment Friauf-Polyeder bildet (Abb. 2d), die durch P* ge- 
trennt werden. In Verbindungen wie Ti5Re231S"1 bildet da- 
gegen das elektropositive Element die Friauf-Polyeder und 
besetzt die Positionen auf der P*-Flache. Beispielhaft ist 
vor allem die Zerlegung in Li,Mg,,A1l~s'l: Al bildet die 
Friauf-Polyeder, Mg besetzt die Flache und Li befindet 
sich in den Kavernen. 

Ein beeindruckendes Beispiel fur zwei sich durchdrin- 
gende identische Strukturen gibt die Metallclusterverbin- 
dung Nb6F15[S21 (Abb. 2c). Die Verknupfung der [Nb,,F'12]- 
Cluster erfolgt uber sechs verbruckende F-Atome zu zwei 
unabhiingigen dreidimensionalen Netzen ~ [ N b , F ' 1 2 ] F ~ 2 ,  
die nach Art einer Catena-Verbindung ineinander gestellt 
sind. lnnerhalb der komplexen Netze herrschen iiberwie- 
gend kovalente Krrifte vor, zwischen beiden Netzen au5- 
schlieRlich van-der-Waals-Wechselwirkungen. Die ver- 
knupften Cluster haben die Form g o n e r  Oktaeder mit Flb- 
chen, die aus jeweils sechs F-Atomen gebildet werden 
(Abb. 2c). Durch die Organisation der interpenetrierenden 
Partialstrukturen stehen sich in Richtung aller kubischen 
Raumdiagonalen stets zwei solcher grol3en OktaederflP- 
chen aus benachbarten Clusternetzen gegenuber, getrennt 
durch eine Schicht leerer F,,-Oktaeder. Dies ist der fur 
Schichtstrukturen typische Bereich von van-der-Waals- 
Kraften ; allerdings andern diese Schichten von Flachen- 
stuck zu Flachenstiick ihre Orientierung im Raum. Die 
Nb,F,,-Struktur ist also eine nicht-euklidische Schicht- 
struktur, deren van-der-Waals-verkniipfte Schichten voll- 
stindig dem Verlauf der POPS P* folgeniy1: und wiederum 
sind die Orbitale der hochsten besetzten elektronischen 
Zustande der kovalenten Baugruppen der Flache P* zuge- 
wandt. 

5.2. Die Flache D* 

Die Flache D* (Abb. lb) ist bisher der einzige Reprasen- 
tant der Raumgruppe P n h  und des zugehorigen Symme- 
triezweiges mit den Untergruppen Fd?m, F33rn, F4,32, FdT, 
F23, Fd%, F33c, F4132 etc. Die grol3e Zeolithstruktur von 
Faujasit (Fdjm, M~7A1s,Si13503X41s31)rlaBt sich rnit Hilfe 
von D* verstehen (Abb. 2e). Die wenigen isolierten Katio- 
nen besetzen Kavernen oder allenfalls Tunnel, wshrend 
sich das kovalente Aluminosilicat-Netzwerk von der ande- 
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Ahb. 2. Strukturen und POPS. a)-d) Die FlBche P' :  a)  In der Sodalith-Struktur (Ausschnitt aus der kubischen Elementarzelle) liegt das Aluminoailicatgeriist (gelh, 
rot) auf P*. CI (griin) und Na (nicht dargestellt, im Zentrum der Zelle) bilden eine Teilstruktur vom CsCI-Typ. b) CaB, wird von P* (rot, hellblau, transparent 
dargestellt) in das Borgeriist (gelb. hellblauer R a m )  und den Kationenteil (Ca, rot) separiert. c) NbnFlr besteht aus zwei interpenetrierenden Teilstrukturen aus 
[Nb,.F,>JF, :-Cluatern ( N b  rot, F blau), die durch eine ,,van-der-Waals-Haut" getrennt sind. d)  Zerlegung der a-Mn-Struktur wie in Li5Mgl,Al in Friauf-Polyeder 
(A1 rosa. an den Ecken der Zelle unvollstindig), deren Zentren (Li blau) sowie die nahe P* (griin) gelegenen Atome (Mg orange). - e)-h) Die Flache D*: e) In dem 
Zeolith Faujasit bildet das Aluminosilicatgeriist (rot) bereits die wesentlichen Konturen von D* (blau) nach. Die groRen Kationen (2. B. La'" hellhlau) fullen die 
Tunnel beiderseits D'. I) Spinell in perspektivischer [ 1101-Projektion. D' separiert die verknupften A106-0ktaeder (blau. Al gelb, 0 griin) von der Teilstruktur der 
Mg0,-Tetraeder (schwarz, Mg rot). g) Die Laves-Phase MgCul in [ I  I I]-Projektion. D* (blau) trennt die Mg-Atome (orange) von den zu Tetraedern vrrkniipften 
Cu-Atomen (rosa). h) MgCu: und D' in anderer Darstellung (Mg (hellblau) im griinen und Cu (rot) im dunkelblauen Raum). i)-I) Li:,Si5 und die Flache D*: i )  
Li:,SL; die Projektion der Elementarzelle lLRt nur die 6 x 6 x 6-Uberstruktur einer kubisch-innenzentrierten Zelle erkennen. j) Die Baueinheit von Li:,Si, ist ein 
Clusler BUS 26 Atomen: er besteht aus einem inneren (IT) und einem LuBeren Tetraeder (OT), einem Oktaeder (OH) sowie einem Kuboktaeder (CO). k) Verteilung 
dcr Cluster i n  der Struktur von LillSi, (halbe Zelle in Blickrichtung dargestellt). I )  Die CO-Lagen (kleine hellblaue Kugeln) aller Cluster liegen verzahnt auf D*,  
die Clusterkerne bestehend aus IT. OT, O H  (groBe hellblaue Kugeln) zentrieren die Tunnel. - m)-t) Die RLche Y+*: m) Y** (blau) teilt die Struktur von y-Si. einer 
Hochdruckmodifikation von Silicium, in zwei helixartige Systeme (orange). n) In SrSi: fehlt eine der Si-Teilstrukturen und dieser Teil ist durch die Sr'"-lonen (rot) 
hrsetzt. Dic andere Si-Tetlstruktur (gelb) bleibt nahezu unveranden erhalten. 0) Ein Teil der B-Mn-Struktur (rot) entspricht genau dem Arrangement der S i -Atom 
i n  SrSi,. p) Die Flache Y** (rot) und ein konvexes Polyeder (gelb). erzeugt iiber die Dirichlet-Konstruktion. Eine dichte Packung solcher Polyeder nPhert die POPS 
(und PMS) in Form von Facettenflachen an [31). q) Die Granatstruktur (Ca rot, 0 hellblau. 0-Oktaeder und -Tetraeder griin, Al und Si zentrieren die 0-Polyeder 
aui  Y * * l  Die gesamte Struktur baut sich in Form nichteuklidischer Schichten urn die die Ca-Kationen verbindenden Graphen (violett) auf (siehe auch Abh. 6a). r)  
Prqjrktioncn der komplexrn Struktur von Ta,,CI,, (Ta violett, CI griin, gelb). in denen bereits die Separierung in Zentren mil Clusterbildung (Ta-Oktaeder rot) und 
lian2le mit \.an-der-Waals-Packung der CI-Atome sichtbar sind. t) Die Zentren der Tk-Oktaeder liegen auf Y+*, wlhrend die CI-Atome eine dichte nichl- 
euklidische Packung beiderseits der FlLche bilden. 
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ren Seite dicht an die Flache anschmiegt. Dabei sind die 
freien Elektronenpaare der 0-Atome wiederum auf die 
Flache in Richtung der Kationen ausgerichtet. 

Die kubische Laves-Phase MgCu2 ( F d h )  ist eine typi- 
sche intermetallische Verbindung. In Abbildung 2g, h ist 
die Struktur zusammen rnit der Flache D* dargestellt. Die 
Mg-Atome zentrieren den von der griinen Seite der Flache 
eingeschlossenen Partialraum (Abb. 2h). Die Cu-Atome 
bilden im blauen Teil ein Netzwerk verknupfter Tetraeder, 
deren Schwerpunkte eine zur Mg-Anordnung aquivalente 
Diamant-Struktur aufspannen. Diese Struktur ist schon 
deshalb interessant, weil sie direkt an die oben diskutierte 
Frage nach der Aufspaltung hochsymmetrischer Punktla- 
dungsverteilungen zu Multipolen anknupft. Wahlten wir 
zur Erzeugung der POPS D* statt des Ansatzes hochster 
Symmetrie (NaeTIQ, DiS+a; A Dig;) zum Beispiel die reale 
MgCu2-Struktur (Mg2@CuQ, D $ $ )  A Tt&), so sahe die 
resultierende POPS kaum anders aus. Die Aufspaltung der 
erzeugenden Ladungen (vgl. Abschnitt 4) in Multipole be- 
wirkt also haufig nur marginale Anderungen auf der 
POPS! Es existieren offensichtliche Zusammenhange zwi- 
schen Strukturen aus einzelnen Atomen und solchen aus 
Clustern, zumal sie oft gleiche Grundmuster aufweisen. 
Hat also der topologische Raumteiler auch eine chemische 
Bedeutung? Man kann in der Tat annehmen, daD sich die 
am schwachsten gebundenen Elektronen (bei einem Metall 
die Leitungselektronen) nahe der zugehorigen Flache auf- 
 halter^[^'^. Der Ausdruck ,,interstitiell" ist j a  geradezu ein 
Synonym fur schwache Bindung, mit flachem Potentialver- 
lauf an Stellen, die so weir wie moglich von den Atomriimp- 
fen entfernt sind. Quantenmechanische Untersuchungen 
hierzu werden zur Zeit durchgefiihrt. 

Liz& ist eine y-Messing-Phase aus Hauptgruppenele- 
menten (F33misS1, siehe Abb. 2i-I). Die 416 Atome der gro- 
Ben Struktur bilden als fundamentale Einheiten 16 A26- 

Cluster zweier verschiedener Typen, namlich [Li22Si4] und 
[Li,,Si,]. Die Zentren der jeweils acht Cluster beider Typen 
bilden zwei interpenetrierende Strukturen vom Diamant- 
Typ - also eine Nan-Struktur hoherer Ordnung (A26-Clu- 
ster an Stelle von Atomen), fur die ebenfalls die D*-Flache 
Raumteiler Die Peripherie der Cluster wird von je- 
weils zwolf Li-Atomen in Form eines Kuboktaeders gebil- 
det, und die gegenseitige raumliche Anordnung fiihrt zu ei- 
ner Verzahnung aller Kuboktaeder derart, daD diese Li- 
Atome alle (!) auf der D*-Flache als dem topologischen 
Raumteiler liegen. Auf die Bedeutung dieses Details fur 
die raumliche Verteilung der hochsten besetzten Orbitale 
wird in Abschnitt 8 eingegangen. 

5.3. Die Flache Y** 

Von der hochsten kubischen Raumgruppe Ia3d gehen 
zwei Symmetriezweige aus, deren charakteristische Punkt- 
konfiguration Y*, Y, V und S sind. Zur ersten Gruppe ge- 
horen die Symmetriegruppen IaTd, 14,32, 103, 123, P4,32, 
P4,32, P23 und zur zweiten Iajd,  133d, 12,3 und P2,3. Die 
Kombination Y*{&l A Y*$,l in 14,32 erzeugt die POPS 
Y** (Typ 1, Symmetrie Ia3d, siehe Abb. 2m-t), eine au- 
Derst asthetische Flache mit der Eigenschaft eines nicht- 
euklidischen Spiegels, deren Pendant, die Schoensche Gy- 
roide (gyros (griech.) =gedreht), bereits vor ca. 20 Jahren 

auf stochastischem Wege als eine der kubischen PMS er- 
kannt ~ u r d e ' ~ ' ] .  Die besondere Schwierigkeit bei der Her- 
leitung ist das Fehlen jeglichen euklidischen Rahmens 
(Geraden). Die Flache wird ausschlieBlich durch Flach- 
punkte der Symmetrie 3 aufgespannt - ein allseits offener 
Rahmen also, der jedes Experiment mit Seifenhauten 
scheitern lafit! Die POPS Y** wird dagegen ohne besonde- 
ren Aufwand erzeugt; man kann sie sogar auf dreierlei 
Wegen erhalten, und zwar mit Hilfe aller drei Kombinatio- 
nen der PKs Y* und V (vgl. Tabelle I ) .  Zwar unterscheiden 
sich die drei generierenden Potentialraumen, nicht jedoch 
die resultierende POPS; dies ist wiederum ein schones Bei- 
spiel fur den geringen EinfluR der Aufspaltung eines gene- 
rierenden Pols in einen Multipol (PK Y*-PK V). 

Wir wollen hier einige Strukturen im Zusammenhang 
mit der Flache Y** diskutieren. Verbindungen mit der 
Granat-Struktur Ca3[AlZSi30,2] (la3dd1561) sind heute wich- 
tige Materialien; sie werden wegen ihrer au0erordentli- 
chen physikalischen E i g e n s ~ h a f t e n ~ ~ ' . ~ ~ ~  z. B. fur optoelek- 
tronische Farbdisplays and als Magnetblasenspeicher fur 
Computer eingesetzt. Die Struktur der Granate erscheint 
komplex und schwierig u b e r s c h a ~ b a r [ ~ ~ ~ .  Das liegt einfach 
daran, daD sie als topologisches Gebilde ebenfalls den 
komplizierten Schraubungen unterworfen ist, die gerade 
durch die POPS Y** oder die Gyroide charakterisiert sind. 
In Abbildung 2a und 6a sind Granat-Struktur und Y**- 
Flache aufeinander abgebildet. Man fragt sich zunachst, 
welches ordnende Prinzip die AlO,-Oktaeder auf gerade 
diese schrecklich schone Art im Raum verteilt und orien- 
tiert. LaBt man sich aber von der raumteilenden POPS op- 
tisch leiten, so erkennt man schnell: Alle Atome sind auf 
konzentrischen nicht-euklidischen Schichten zunehmender 
Oberflache angeordnet (Ca < 0 < Al, Si). Die Ca2@-Ionen 
lassen sich mit zwei interpenetrierenden Y-formigen Gra- 
phen verknupfen. Die erste Einhullende jedes Graphen 
wird strukturchemisch durch die 0-Atome (bzw. deren 
freie Elektronenpaare) geformt und die folgende Einhiil- 
lende ist bereits die zu beiden Y-Graphen gehorende Y**- 
Flache (mit Al, Si). Die Koordinationspolyeder um A1 und 
Si (Tetraeder, Oktaeder) bilden also um die POPS eine 
nicht-euklidische Doppelschicht mit mehr kovalenten Bin- 
dungen, auf deren auRerer Haut sich die freien Elektro- 
nenpaare der 0-Atome befinden. Man gewinnt unmittel- 
bar den Eindruck, daD die Kunststoffisolierung eines 
leicht gewinkelten Kupferdrahtes rnit Y-formigen Knoten 
das Muster fur die POPS Y** sein kann. Anders ausge- 
driickt: Solche Kunststoffteile sollten sich raumfullend zu 
einem Wurfel packen lassen! 

Ta,CI,s ist ein faszinierendes Beispiel dafiir, wie in der 
Raumgruppe IaTd mit wenigen Ortsparametern 336 Atome 
zu einer harmonischen Struktur organisiert werden kon- 
nen. Anders als in Nb6F15 bilden die (Ta,CI\,]-Cluster ein 
einziges zusammenhangendes 3D-Netz i[Ta6CI ;2]CI:;:; 
(Abb. 2r, s), welches den Kriimmungen der Y**-Flache 
folgt (Abb. 2t). Dabei sind in beiden Strukturen die 
Schwerpunkte der Cluster entsprechend einer einfachen 
bcc-Struktur a n g e ~ r d n e t l ~ ~ , ~ " ~ .  Ein Teil der CI'-Atome liegt 
auf Y**, geradezu ,,krampfhaft" deren Kriimmung folgend 
und damit die interne Oktaedersymmetrie der Cluster auf- 
hebend. Die anderen Atome hullen die Flache ein und bil- 
den eine gekrummte optimale nicht-euklidische Kugelpak- 
kung (Abb. 2t und 6d). 
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Als weitere Beispiele seien y-Si (Abb. 2m), SrSi, (Abb. 
2n) und p-Mn (Abb. 20) genannt, also ganz unterschiedli- 
che Stoffe. y-Si bildet sich bei Druckentlastung aus einer 
hexagonalen Si-Hochdruckmodifikation. Von den vier 
Bindungen an jedem Si-Atom gehoren jeweils drei zu ei- 
nem der beiden 3D-Netze, welche ausschlieBlich in dem 
einen oder anderen Labyrinth der Y**-Flache verlaufen. 
Die jeweils vierte Bindung kreuzt die Flache und ver- 
kniipft die beiden interpenetrierenden Netze zur Gesamt- 
struktur. Die beiden dreibindigen Partialnetze verhalten 
sich iibrigens zueinander wie Links- und Rechtssysteme 
(Abb. 2m). - In der Struktur von SrSiz bilden die Si-Atome 
noch genau eines der Partialnetze von y-Si, wahrend nun 
die Sr-Atome im zweiten Labyrinth liegen (Abb. 2n). Man 
kann dariiber spekulieren, o b  die Y**-Flache kreuzende 
Bindungen die exponiertesten in der Struktur von y-Si 
sind, und o b  sie deshalb beim Elektronentransfer am leich- 
testen angreifbar sind. Diese plausible Annahme bedarf 
aber einer quantenmechanischen Uberpriifung. Die Struk- 
tur ist sicher aufierordentlich stark gespannt. Nur mit gro- 
Rer Miihe IaBt sie sich aus tetraedrischen Knoten und fle- 
xiblen Bindungen nachbauen (Prentice-Hall Model Kit, 
Minit-Modellsystem). Das Resultat kann man dann aller- 
dings als das einer Analogrechnung bewerten (Struktur- 
Modell-Analog-Rechner[6'J): Die drei Bindungen im Laby- 
rinth sind extrem gebogen, die kreuzende Bindung ist ge- 
streckt. Da Spannungen stefs nur durch Langenanderun- 
gen an den am wenigsten gebogenen Bindungen gemindert 
werden konnen, ist die Losung genau dieser Bindung gera- 
dezu notwendig. Es sei noch angemerkt, daI3 es sich bei 
dem Ubergang von y-Si zum Polyanion 2[Sie] urn den 
besonderen Fall handelt, bei dem aus einer Tetraederstruk- 
tur[621 ein vollstandiges dreibindiges Netz durch die Entfer- 
nung der Hulfte aller Atome entsteht (3D-Netz benachbar- 
ter Defektel"]). 

Keiner wird vermuten, daR P-Mn etwas mit y-Si oder 
SrSi, zu tun hat. Dennoch bildet ein Teil der Mn-Atome 
(Abb. 20) eine recht ahnliche Partialstruktur wie die Si- 
Atome in SrSi2. Die anderen befinden sich nahe den Sr- 
Positionen. Es erscheint uns nicht abwegig, eine tenden- 
ziell ahnliche Polarisation zwischen beiden Partialstruktu- 
ren auch bei 13-Mn anzunehmen. Daraus wiirde auch fol- 
gen, daR beim Phaseniibergang a-Mn"cfLMn so etwas wie 
eine Disproportionierung ablauft (vgl. Abschnitt 8). 

5.4. Die Flache S* 

Die Flache S* (Abb. Id) war zuerst als POPS entdeckt 
worden['], und erst kiirzlich konnte auch die zugehorige 
PMS nachgewiesen werden'3il. Es ist eine Typ-1-Flache der 
Symmetrie la%f, und sie laDt sich auf Strukturen der Sym- 
metrie I d d ,  I43d, 1Z13 und P213 anwenden. Sie hat die 
gleichen Flachpunkte wie Y**, zusatzlich aber auch Gera- 
den (Lage 48g in Iajd; zweizahlige Achsen). Eine wichtige 
Struktur passender Symmetrie ist der Th,P,-Typ (Abb. 3a). 
Die achtfach koordinierten Th-Atome besetzen eine S-PK 
und zentrieren somit eines der beiden Tunnelsysteme, 
wahrend die P-Atome auf der anderen Seite nahe der 
POPS S* liegen und aus Richtung des Thorium-Raumes 
sechsfach koordiniert werden. In dieser Beschreibung ist 

die Th,P,-Struktur eine nicht-euklidische Rohrenstruktur, 
in der sich zwei Tunnelsysteme jeweils aus Th-Atomen ei- 
nerseits und aus P-Atomen andererseits gegenseitig durch- 
dringen ohne sich zu schneiden. Die S*-Flache trennt und 
verbindet beide. Die Cu15Si,-Struktur ist eine aufgefiillte 
Variante von Th,P, (Abb. 3a). Sie ist der Basistyp einer Se- 
rie chemisch ungewohnlicher Verbindungen, wie z. B. 
LiIsGe4, Nai5Sn4 und NaIsPb4, fur welche man eigentlich 
eine Zusammensetzung Al,B, mit abgeschlossenem Elek- 
tronenoktett der B-Halbmetalle erwarten wiirde. Auch 
HI5Th4 bildet diese Struktur, wobei nun aber die B-Posi- 
tion von dem elektropositiven Partner besetzt wird. 

Die A-Atome besetzen zwei Punktkonfigurationen, die 
allgemeine Lage 48(e) und die Lage 12(b) in der Raum- 
gruppe 143d. Die erste spannt einen Multipol urn die eine 
der erzeugenden S-PKs auf, die letzte ist die zweite der er- 
zeugenden S-PKs fur die Flache S*. Die B-Atome haben 
die gieiche PK wie die P-Atome von Th3P4, iiegen also 
nahe der S*-Flache, welche nun die beiden Labyrinthe der 
Komponente A teilt. Ob diese Anordnung der B-Kompo- 
nente Elektronen ,,sparen" kann, muB noch im Detail ge- 
priift werden. Bietet man allerdings einer Phase wie 
Li,,Ge, weitere Elektronen an, z.B. durch Ersatz von Li 
durch Mg, so erhalt man salzartige Zintl-Phasen gleicher 
Struktur, wie Li14MgSi>SiJ (siehe Abb. 3b und 6c). Exten- 
ded-Huckel-Rechnungen ergeben, wie erwartet, eine deut- 
liche Bandliicke bei 16 Elektronen pro F ~ r m e l e i n h e i t [ ~ ~ ' .  

5.5. Die Flache Y* 

Auch fur diese zuerst als POPS (Abb. If)  gefundene FIa- 
chel'l der Symmetrie 14,32 wurde kiirzlich gezeigt, daR 
eine entsprechende, vorher noch unbekannte PMS exi- 
stied3']. Die Flache Y* hat eine bemerkenswerte Eigen- 
schaft: Sie kann aus beiden enantiomeren Raumgruppen 
P+32 bzw. P4,32 generiert werden und existiert deshalb in 
zwei enantiomeren Formen ( -  Y* und + Y*),  allerdings mit 
gleicher Symmetrie. Erst in der Gyroide Y** werden beide 
Enantiomere zusammengefiigt (nichteuklidischer Spiegel, 
vgl. Abschnitt 5.3). Eiae Struktur mit der Y*-Flache als 
Raumteiler ist Ag,AuTe2. Wegen der genannten Symme- 
trieverhaltnisse kann man aber wahlen, o b  man z.B. die 
PK - Y *  in die Labyrinthe einer -Y*-Flache legen will 
oder aber aufdie enantiomere + Y*-Flache. Beides ist sym- 
metriegerecht, und man mu0 einfach noch mehr Erfahrun- 
gen sammeln, um die Aussagen beider Darstellungen ge- 
geneinander abzuwagen. Gerade solche Symmetriegrup- 
pen ermoglichen aber Erkenntnisse uber ,,Das Rechte im 
Linken" und umgekehrt. 

5.6. Die Flachen IP# und P*/* 

Die PMS I-WP von S~hoen'~"'  gehort zu den wenigen 
bisher abgeleiteten FIBchen, welche den Raum in zwei 
nicht-kommutative, also unterschiedliche Teile zerlegen 
(Typ 2). Die POPS IP,-J* entspricht dieser (Abb. lo, p). 
Beide gehoren zur Symmetrie I m h  und separieren die PK 
I und J* voneinander (000, bzw. t o 0  (cyclisch ver- 
tauschbar) und i t 0  (cyclisch vertauschbar)). Man kann 
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sie zur Analyse von Strukturen der Symmetriezweige 
l m h ,  I?3m, 1?32 und Imf verwenden. Als Beispiel sei die 
komplizierte Struktur von BaCuO]hj' genannt (Abb. 3d). 
Die Kavernen um die PK I werden von den grol3en kugel- 
formigen Clustern erfiillt, in denen ein Netz planar-qua- 
dratisch koordinierter Cu-Atome ein einzelnes Ba-Atom 
umspannt. Acht charakteristische Tunnel ~ ihre Begren- 
zung ist das die gesamte FIiiche aufbauende Element, ein 
,,Wendehals" der Symmetrie 5 - werden von den acht Paa- 
ren isolierter Cu6012-Kronen zentriert, umgeben von nahe 
der Flache liegenden Ba-Atomen. Beide genannten Struk- 
turteile sind gemeinsam im groBeren Labyrinth eingebet- 
tet. Das kleinere Labyrinth ist ein vierarmiges Tunnelsy- 
stem mit planar-quadratischer Kreuzung der Tunnel und 
mit ausgedehnten Flachpunkten als Begrenzungen. In die- 
sem Labyrinth befindet sich der durch Fehlordnungen aus- 
gezeichnete Teil der CuOfe-Partialstruktur. 

Die POPS P* J *  zahlt zum Typ 1, hat aber insofern eine 
gewisse Verwandtschaft zur POPS IP2-J*, als auch sie 
durch eine Kombination von PKs rnit verschiedenen 
Punktladungen generiert wird (Tabelle 1, Abb. lq). Gene- 
ratoren sind hier zwei aquivalente Partialstrukturen vom 
ReOl-Typ, die sich durchdringen. Diese Flache hat eben- 
falls Imfm-Symmetrie, wird in PmTm erzeugt, und kann 
der sogenannten Neoviusschen Flache zugeordnet wer- 
denLbsl. Die besondere Eigenschaft dieser Flache ist das 
Auftreten von umhullten Bereichen ganz unterschiedlicher 
Ausdehnung (Abb. 3q), eine Folge der zur Generierung 
verwendeten Ladungen unterschiedlicher GroRe zu beiden 
Seiten der POPS. Da aber beide Teilstrukturen topologisch 
identisch sind, teilt P*J* den Raum in zwei gleiche Half- 
ten. 

Die grol3en Kavernen weisen zwolf Ausglnge zu den be- 
nachbarten kleinen Kavernen auf, und diese haben wie- 
derum jeweils vier Tunnel planar-quadratischer Anord- 
nung zu den grol3en Hohlraumen. Die Flache P* J*  (bzw. 
die PMS von Neooius) gilt als komplementare Flache zu P* 
(PMS ,,P" von Schwarz), weil die Tunnel von P* durch die 
ausgedehnten Flachpunkte von P* J *  verschlossen und da- 
fur zwolf Sattelpunkte von P* geoffnet sind. Als ein Bei- 
spiel sei die einfache Struktur von Mg,NF, genannt. P* J*  
trennt hier die Kationen von den Anionen, und beschreibt 
somit wiederum eine innere Oberflache. 

5.7. Die Blasenflache I- W 

Die Fllche I- W (Tabelle 1, Abb. It) sei als Beispiel fur 
eine nicht zusammenhangende POPS erortert (allgemeine 
Zusammenhange vgl. Abschnitt 3.3). Sie wird erzeugt 
durch die Verteilung der Ladungen auf die Positionen der 
Cr,Si-Struktur (A1 5). Damit liegen trivialerweise diese Po- 
sitionen in den beiden Partialraumen mit der Minderheits- 
komponente in der Blase (Abb. It). Blasenflachen sind of- 
fenbar typisch fur Erzeuger A"+ A nB'-  rnit n h 3 .  Uber- 
raschend ist die topologische Ubereinstimmung dieser 
POPS I- W rnit der Geriiststruktur der Clathrate I[z1, deren 
Atome bis auf eine Ausnahme auf der Flache liegen. Die 
eine im Raum befindliche Position ist in defekten Clathrat- 
strukturen (z.B. KHGeUD2, Abb. 3c) gerade der Ort von 
Unterbesetzungen'""'. 

5.8. Die Flachen F*, W* und E* 

Diese Flachen zeichnen sich durch vollstandige Ein- 
schliel3ung aller erzeugenden Punkte aus (Abb. Ig-i). Die 
Konsequenzen fur das Verstandnis sehr polarer Strukturen 
wurden bereits er6rtert"I. Die NaCI-Struktur ist der typi- 
sche Vertreter fur F*, wahrend fur W* und E* keine einfa- 
chen Beispiele bekannt sind, was wahrscheinlich mit den 
Koordinationen zu tun hat. Es gibt allerdings aufgefullte 
Varianten, bei denen die polaren Zentren Teile einer iiber- 
wiegend unpolaren Struktur sind. 

5.9. Die Quarzflache Q* 

An dieser Stelle sei nochmals der Hinweis erlaubt, dal3 
die Generierung von POPS nichfs rnit realen Strukturen zu 
tun hat, die man eventuell der erzeugenden Ladungsvertei- 
lung zuordnen konnte. Insbesondere hat also die ,,Quarz- 
flache" zunachst nichts mit der Quarzstruktur zu tun, bis 
auf die Symmetriegruppe und z. B. das Achsenverhaltnis 
d a ,  einen wahlbaren Parameter. Dieser Hinweis ist wich- 
tig, weil wir zeigen wollen, daR die Q*-Flache adaquater 
Raumteiler sowohl fiir S i 0 2  als auch fur die a-Amylose ist. 
Q* wird in P6222 (P6422) erzeugt, hat die Symmetrie P6,22 
(P6,22) mit c'=c/2 und gehort zum Typ 1. Es war die erste 
POPS hexagonaler Symmetrie"I, und die bei ihrer Berech- 
nung und Darstellung erhaltene Information uber die all- 
gemeine Topologie ermoglichte spater die Herleitung der 
aul3erordentlich wichtigen iiquivalenten PMS'"', denn Q* 
hat einen euklidischen Rahmen. Die Flache Q* ist eine 
neue Variante, die in mehrfacher Hinsicht ausgezeichnet 
ist: Q* hat zwei Flachenstucke, die fur zwei unterschiedli- 
che Helixsysteme als topologische Modelle dienen kiinnen 
(Abb. lj), und die zentriert werden durch 3]-  und 62-Ach- 
sen im Verhaltnis 2:  1. Die Kombination dieser Symme- 
trieelemente erzeugt Intersektionen, d. h. Schnittlinien von 
Flachen, wenn die Symmetrieelemente auf der POPS (oder 
PMS) liegen. Bereiche mit 3,-Schraubung weichen den In- 
tersektionen aus, indem die Flache die Helixachse nicht ei- 
gentlich beruhrt, sondern sich um diese - wenn auch kaum 
merklich - windet. Das zugehorige Flachenstuck kann ei- 
nerseits als ausgleichende (mittlere) Flache einer Helix 
verstanden werden und andererseits als die Trennflache 
zweier Helices. Dagegen liegt im Zentrum des zweiten He- 
lixtyps eine Intersektionslinie, und zwar auf der 6,-Achse. 
Neben dieser Kombination von schraubenformigem FIP- 
chenverlauf und Doppelhelix hat die POPS Q* eine wei- 
tere Eigenschaft von allgemeiner Bedeutung fur die Struk- 
turchemie: Q* zerlegt den Raum in zwei vierarmige Laby- 
rinthe, ein fiir hexagonale Symmetrie zunachst unerwarte- 
tes Charakteristikum. Es entspricht aber den Eigen- 
schaften der Punktkonfiguration Q16'l. 

In den Strukturen von Hochquarz (p) und Tiefquan (a) 
bilden die SO,-Tetraeder ein 3D-Netzwerk 3SiO,,,], fur 
welches der vierarmige Charakter der Q*-Labyrinthe wie 
geschaffen ist. Das Tetraedernetz gehort gleichzeitig zu al- 
len drei Helixbereichen, die in gewissem Sinne durch die 
POPS Q* als gemeinsame Haut verbunden sind (Abb. 3g). 
Samtliche Atome hefinden sich in einem der durch die 
POPS separierten Partialraume. In BaZnO?, einer aufge- 
fullten Geruststruktur vom a - Q u a r ~ t y p ~ ~ ~ ] ,  liegen die ent- 
sprechenden Atome des polymeren Anions L[Zn02]20 in 
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Ahh. 3. Strukturen und POPS. a) Die Struktur von Th2P4 (Th gelb, P dunkelblau) und die Flache S* (hellblau. rot: halhe Zelle in Blickrichtung). b) Li,,MgSi, ( L i  
griinhlau. Li/Mg orange. Si rot: halbe Zelle in Blickrichtung). c) Clathrat-I-Struktur ( 2 . 8 .  KxGeY1n2, K grofle rote Kreise, Ge und 0 kleine blaue und violette 
Kreise. Clathratgeriist violette Striche) und die Blasenllache I-W (blau). d) Die komplexe Struktur von BaCuO, (Ba violett, Cu-0-Geriist griin) und die Fllche 
IP:-J* .  e) Cdln:Se, (Cd rosa, In  orange, Se gelb) und die Flache P : I *  (blau, schiefe [loo]-Projektion). r) CuVFePSlh (Cu blau, Fe violett, S orange) und die Fllche 
P : I *  (griin. schiefe [loo]-Projektion). g) Quarzstruktur (Si orange. 0 gelbgriin: [001]-Projektion]) und die FlLche Q'. Si- und 0-Atome zentrieren eines der T u n -  
nelsysteme, wshrend die freien Elektronenpaare der 0-Atome durch p' hindurch in den leeren Teilraum gerichtet sind. h) CaSO,.O.S HIO (Ca violett. Sulfat-Ion 
gelbe Tetraeder) und dic Flache Q* (hell, dunkelblau: Ausschnitt urn [OOz] im Bereich der Doppelhelix). Q* trennt den Raum der SOi'--lonen von dem der 
C'a"'-lonen, wohci die freien Elektronenpaare der 0-Atome durch Q* auf diese gerichtet sind. Die HIO-Molekule folgen einem Fliigel der Helix (0 griin. H 
hellhlau). i )  Die Doppelhelix in der Struktur von a-Amylose (rote und griine Einfachhelix) folgt optimal der Flache Q* (violetter und griiner Flugel); [OOl l -  
Pro.iektionl. Der braune und der rote Fliigel markieren die ,,van-der-Waals-Haut" zwischen den Ketten (siehe auch Abb. 6b). j )  Dic Helix in  ri-Amylnre folgt auch 
den unterschiedlichen Steigungen auf p' (gelbes Flachenstiick, schwarzer Amylose-Teil: ohen: C rot, 0 orange, H violett (klein): [ 1001-Projektion). k) Zeolith L 
(Al. Si gelb. 0 griin (klein). H:O griin (groR), Kationen rot: [001]-Projektion) hat grone Rohren, die die Wassermolekiile enthalten. Die Fliiche P-G (rote sechseck- 
formige Ringe) andert seine Charakteristik (vgl. Ahb. I I )  fur das Achsenverhaltnis r/u =0.408 deutlich zu einer ausgesprochenen rohrenformigen Topologie. I )  
Zeolith L und P-G (rot, gelb) in Schragansicht. 

einem, die Ba'@-Ionen im anderen Labyrinth. Die 0- 
Atome befinden sich gerade in den Halsen des Labyrinths 
und aus den Abmessungen folgt, daB deren freie Elektro- 
nenpaare nahezu auf Q* liegen sollten. Das freie Laby- 
rinth ist damit ebenfalls eine nicht-euklidische Schicht- 
struktur mit ausschlieBlich van-der-Waals-KrPften. Die 
BaZn02-Struktur enthalt in dieses Labyrinth eingelagerte 
Kationen, die Flache Q* wirkt jetzt sozusagen als Donor. 

Calciumsulfat-Hemihydrat CaS04(H20)o s[70.711 hat che- 
misch mit a -S i02  wenig zu tun, beide Strukturen kristalli- 
sieren lediglich trigonal in derselben Raumgruppe und mit 
2hnlichem Achsenverhaltnis c/u. Sie werden durch die 
beiden Strukturen gemeinsarne POPS Q* vergleichbar. Die 
SOic-lonen erfullen den einen Partialraum, wobei die ge- 
genuber Si02 gegnderte (90") Onentierung der Tetraeder 
fur optimale Abstande zwischen den 0-Atomen benach- 
barter SO:"-Gruppen sorgt. Die 0-Atome liegen hier nahe 
Q*. und Abbildung 3h IaRt kaum einen Zweifel, daB ihre 
freien Elektronenpaare durch Q* hindurch auf die Ca2'- 
lonen im anderen Partialraum gerichtet sind. Q* teilt also 
sowohl in SiO, und BaZn02 als auch in CaS04(H20)os 

den Raum in sinnvoller Weise in zwei Teile unterschiedli- 
cher Wechselwirkungen. Die H,O-Molekule drangen sich 
schlieI3lich im engen Bereich der Intersektionen von Q* 
(6,-Achse) und konnen deshalb jeweils zu zwei Teilen des 
SO;'-Labyrinths Wasserstoffbriickenbindungen bilden 
bzw. Ca2@ in zwei Teilen des Ca2"-Labynnths koordinie- 
ren (Abb. 3h). 

Bei den bisher betrachteten Strukturen hat man stets das 
Gefiihl, Adaquates miteinander zu kombinieren, z. B. P* 
mit CaB, und Sodalith oder D* mit MgCu, und Faujasit 
oder Q* mit Quarz und Gips. Die Stoffe sind anorgani- 
sche, und die Fllchen wird man auch eher den nicht-orga- 
nischen Dingen zuordnen, um einmal gangige Kurzformen 
fur Wichtiges und Unwichtiges zu verwenden - vom Bio- 
Aspekt ganz zu schweigen. 

Mit der a-Amylose prasentiert die Natur uns ein will- 
kommenes ,,interdisziplin~res" Beispiel fur die umfassen- 
den und verbindlichen Regeln, welche die Syrnrnetrie allen 
auferlegt, die sich im festen Zustand zu organisieren an- 
schicken. Die a-Amylose offenbart aber auch besonders 
eindringlich die Rolle von POPS und PMS als kontinuier- 
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liche Mittler zwischen lokal-begrenzten und kollektiv-un- 
begrenzten Formen. Man kennt von diesem groaen organi- 
schen Molekiil drei kristalline Formen (a, p, y),  die sich 
durch ihren Wassergehalt unterscheiden. Die a-Form kri- 
stallisiert zwar orthorhombisch, jedoch zeigen Achsen- 
verhaltnisse und die bisher bekannten Details der Struk- 
t ~ r [ ' ~ - ' ~ '  eine uberraschend enge Verwandtschaft zum 
Hochquarz. lnsbesondere folgen die Amylose-Molekiile 
als Doppelhelices in idealisierter Form 62-Achsen und er- 
zeugen durch ihre quasi-hexagonale Stabpackung in natiir- 
licher Weise Zwischenbereiche mit zwei 3 ,-Schrauben, in 
denen die noch ungeklarte (aber vermutlich ebenfalls heli- 
cale) Wasserstruktur aufgebaut ist. In Abbildung 3i und 
6b) ist ein Teil der bisher bekannten Partialstruktur der a- 
Amylose zusammen mit der POPS Q* dargestellt. (Q* 
wurde lediglich durch minimale Verzerrungen auf das 
mittlere hexagonale c/a-Verhaltnis und den pseudohexa- 
gonalen Achswinkel y = 1 12.5 O sowie mit einern einzigen 
Skalenfaktor auf die Abmessungen der a-Amylose ge- 
bracht). Mit erstaunlicher Prazision beschreibt das Fla- 
chenstiick urn die 6,-Achse die mittlere helicale Flache des 
Riesenmolekiils, die Zentren der glykosidischen Sechs- 
ringe durchschneidend. Man beachte dabei, daB keine 
gleichformig gekriimmte Helix vorliegt, sondern daB sich 
vielmehr steile und flache Partien abwechseln! Wegen der 
polaren Schraubenachsen konnen Strukturen in der Q*- 
Flache in Schritten von c / 6  eingepaBt werden. Die Riesen- 
molekiile der a-Amylose sind deshalb entweder auf Q* 
zentrierbar (wie oben beschrieben) oder sie werden gerade 
zwischen zwei aufeinanderfolgende Teilraume zentriert 
(Abb. 3j). Bei dieser zweiten, aquivalenten Beschreibung 
bildet Q* in etwa die ,,van-der-Waals-Haut" der Amylose- 
ketteni7'I. 

Im Verlauf des enzymatischen Aufbaus von Amyloseket- 
ten bilden sich in gewissen Abstanden Verzweigungen a n  
den Primarhelices, die dann in der Nachbarschaft parallel 
verlaufende Sekundarhelices (im vorliegenden Modell be- 
nachbarte 6,-Schrauben der Stabpackung) aufzuwickeln 
beginnen. Uber die Struktur dieser Verknupfungen ist bis- 
her nichts bekannt. Wir erwarten aber in Kenntnis der Q*- 
Flache, daB die zwischen den 62-Schrauben auftretenden 
ausgepragten Sattel von Q* die glykosidischen Verzwei- 
gungen tragen (bzw. von diesen ,,eingefaBt" werden). Im 
Modell ergibt dies jedenfalls nach Symmetrie, raumlicher 
Ausdehnung und Orientierung eine strukturell aul3eror- 
dentlich befriedigende Verknupfung. 

Fur die Biochemie mag noch ein anderer Aspekt wichtig 
~ein[~ ' ' .  Die Q*-Flache erhalt ihre besonderen Eigen- 
schaften aus der Kombination von Doppelhelices und ein- 
fachen Schrauben im Verhaltnis I : 2  (vgl. oben). Gerade 
dieses Verhaltnis ist fur die Zusammensetzung der Muskel- 
fasern typisch, mit den Bausteinen Myosin (groBe Doppel- 
helix) und Actin (kleine Helices). Man konnte sich also 
vorstellen, da13 z. B. bei der Kontraktion diese verschiede- 
nen Helixstrukturen sich gegeneinander bewegen, gesteu- 
ert und vermittelt durch den passenden Raumteiler Q*. 

SchlieDlich noch ein allgemeiner Aspekt zu dieser be- 
merkenswerten Flache, der ganz wesentlich mit der Trans- 
lationssyrnmetrie zu tun hat, durch die bestimmte Symme- 
trieelemente auf halbem Wege der translatorischen Identi- 
t8t quasi aus dem Nichts produziert werden. So erscheinen 
z. B. bei jeder Doppelhelix nach einer halben Umdrehung 

(wegen der Doppelhelix hier n/2) alle Syrnmetrieelemente 
wieder, geeignet, um eine zweite Doppelhelix gleicher oder 
anderer Art (z. B. eine helikale Wasserstruktur) zu winden. 
Eine dichte Packung von Doppelhelices wird einer hexa- 
gonalen Stabpackung nahe kommen, und diese Anord- 
nung erzeugt wiederum translatorisch die oben erwahnten 
zwei zusatzlichen helikalen Bereiche im Zwischenraum 
(Zentrum von Dreiecken), und zwangslaufig Intersektio- 
nen raumteilender Flachen. Die Q*-FIache ist damit ganz 
allgemein der Raumteiler fur ,,gelungene" Stabpackungen 
von Doppelhelices. An den prinzipiellen topologischen 
Eigenschaften andert sich auch nur wenig, wenn etwa 
benachbarte Doppelhelices bezuglich ihrer Windungen 
phasenverschoben sind. 

5.10. Die hexagonale Flache P-G 

Der Grundtyp dieser POPS kann direkt mit der PMS HI- 
T (SchoenI4"') verglichen werden. Man kann aber gerade 
hier mit Hilfe der POPS (Abb. Ik) den dominierenden Ein- 
fluB des Achsenverhaltnisses c/u studieren. Fur c/a = 0.5 
besteht die POPS aus modulierten Rohren langs c. In der 
Struktur von Zeolith L (K6Na3AI,Si27072H20[771) mit c/ 
a = 0.41 erfullt das Aluminosilicatgeriist die Bereiche zwi- 
schen den Rohren (Abb. 3k,1). In den Rohren befinden 
sich Wassennolekule (groBe Rohre) und die Kationen, de- 
ren Modulation folgend. Bei c/a zz 0.9 wird die POPS P-G 
der PMS H'-T sehr ahnlich und bildet ein 3D-Labyrinth 
mit weiten und engen Halsen (Verhaltnis I :2) Iangs c. Bei 
c/uL 1.05 reisen die Hake  ab, und der zweidimensionale 
Charakter entspricht z. B. der A1B2-Struktur (vgl. auch 
BN). Diese Variationsbreite der POPS P-G mit c/a ermog- 
licht das Modellieren ganz unterschiedlicher Strukturzwei- 
ge, was die PMS nicht kznn. 

5.11. Die tetragonalen Flachen I'D* und el* 

Diese beiden POPS erhalten offenbar unabhangig vom 
Achsenverhaltnis c/a ihren topologischen Typ, eine sehr 
wichtige Eigenschaft. Fur c/u= 2.0 bzw. I/$ entsprechen 
sie den schon bekannten PMS DT bzw. CLP (Schoenlml). 
Die POPS "D* (Abb. In) separiert bei c/a = 2 0  unter an- 
derem die Teilstrukturen von a-ThSi,. Die Th-Atome be- 
setzen die Zentren des einen Labyrinths, wahrend das 3D- 
Netz der Si-Atome das andere fullt. Dabei bilden je zwei 
Si-Atome Pole (PK "T) urn die zu Th aquivalente PK "D 
(Abb. 3b). "D* wird auch in Abschnitt 8 im Zusammen- 
hang mit der ungewohnlichen Elektronendichteverteilung 
von Cs-IV behandelt. Bei d a = 2  separiert "D* 2.B. 
die Teilstrukturen von Scheelit CaWO, in Ca'@ und 
WO:O, oder auch die von Anatas TiO, und LilnO,. 

Dem Verlauf der POPS P r l *  (Abb. lm, PMS CLP) ent- 
sprechen etwa 20 verschiedene Kristallstrukturen. Fur die 
uberwiegende Anzahl gilt: I .  Die Anionen besetzen stets 
die Positionen groBter Kriimmung am Schnittpunkt zwei- 
zahliger Achsen. - 2. In kornplexen Strukturen findet man 
polyedrische Aufspaltungen urn dieselben Positionen, z. B. 
in - 3. Das Achsenverhaltnis c/a beeinfluat 
diese Verteilungen praktisch nicht. - 4. Die Kationen lie- 
gen in beiden Labyrinthen, welche die Anordnung kreuz- 
weise gestapelter Rohren besitzen (Abb. 3e, 9. 
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6. POPS und dynamische Vorgange 

Durch die Aufdeckung sehr enger Beziehungen zwi- 
schen Strukturelementen und Nullpotentialflachen ge- 
winnt man den Mut, auch andere als rein strukturelle Pha- 
nomene mit diesem Instrument zu untersuchen. Wenn 
auch die PEPS und POPS zunachst nur als relativ leicht 
zuganglicher Ersatz fur die PMS verwendet wurden, repra- 
sentieren sie schlienlich auch definierte physikalische Gro- 
Ben, die immerhin einen wichtigen Aspekt aus dern Kalei- 
doskop aller Wechselwirkungen in realen Strukturen ent- 
halten. PEPS und POPS beruhen zwar auf denkbar einfa- 
chen Potentialansatzen, sie sind aber fur unser Vorhaben 
besonders geeignet, den allgemeinen EinfluD der Symme- 
trie auf die Topologie von Strukturen aufzuzeigen. Gerade 
der ganz einfache Ansatz fur das Einzelne erlaubt es, den 
Einflu13 des Kollektivs ~ dem kein Mitglied einer Struktur 
entgehen kann - besonders deutlich hervorzuheben. Wir 
konzentrieren uns deshalb bei der Interpretation physikali- 
scher Eigenschaften auf die globalen topologischen Zu- 
sammenhange, ohne aber dabei zu vergessen, daB jeder Er- 
satz eines Atoms durch ein anderes oder durch einen De- 
fekt in der Struktur eine lokale Veranderung hervorruft. 
Erst wenn solche lokalen Anderungen sehr groB sind, mu13 
man mit Phasentransformationen rechnen, d. h. eine an- 
dere Symmetrie fugt dann die Bauelemente optimal zu- 
sammen. 

Wir haben schon ;.%her auf die Tatsache hingewiesen, 
daB die Ag@-lonen im optimierten Ionenleiter a-AgI 
(Pm3m, ['('I) auf der POPS P* liegenL2'. Dabei fallt auf, daB 
die Silber-lonen nicht die offensichtlich groBten intersti- 
tiellen Positionen auf den Flachenmitten der kubischen 
Elementarzelle besetzen, sondern die in Abbildung 4a an- 
gegebenen. Dies sind die Stellen grol3ter Aufenthaltswahr- 
scheinlichkeit, die mit steigender Temperatur zunehmend 
zugunsten anderer Positionen entvolkert werden. Wir ha- 
ben bisher keine genauen Angaben zur Form der Sprung- 
bahnen in der Literatur gefunden, glauben aber nicht, daB 
diese geradlinig sind, wie hiiufig vermutet wird. Sie sollten 
vielmehr der POPS-Krummung folgen wie in PbF2 und fl- 
Eukryptit (vgl. unten). Welchen Bezug kann nun die POPS 
P* zu den Bewegungsbahnen der Silber-lonen in einer ku- 
bisch-innenzentrierten Partialstruktur von Ie-Ionen ha- 
ben? die gro13ten Gradienten, die ein positiv geladenes 
Teilchen auf einer POPS ,,fiihlt", verlaufen immer senk- 
recht zur Flache in Richtung auf die Anionen. Entlang der 
POPS tritt definitionsgemaD keine Potentialanderung und 
damit auch kein Gradient auf. Allein das Auftreten bevor- 
zugter Positionen fur Age bedeutet aber, daB in p-AgI 
auch entlang der Flache Gradienten vorhanden sind. 
Warum das so ist, bleibt noch zu klaren. Es fallt aber auf, 
da13 an den bevorzugten Positionen die Kriimmung der 
POPS maximal ist, d. h. die benachbarten Aquipotential- 
flachen folgen sehr dicht aufeinander. 

Bei hoheren Temperaturen kristallisiert NaOH (NaOD) 
in der CsCI-Struktur, in der also die OHe-Ionen sich 
scheinbar kugelsymmetrisch verhalten. Diese hohe Sym- 
metrie wird durch eine dynamische Orientierungsfehlord- 
nung erzeugt. Fragt man sich nach bevorzugten Orientie- 
rungen der Dipole, so sollten die H-Atome nur selten in 
Richtung der Raumdiagonale zeigen (Na"), aber bevor- 
zugt die Orientierung entlang der kubischen Achsen ein- 

nehmen. Durch Neutronenbeugung wurde g e f ~ n d e n ~ ' ~ ~ ,  
daB gerade diese scheinbar optimale Anordnung vollstan- 
dig vermieden wird, und daB stattdessen die Summe aller 
Orientierungen fur die D-Atome eine Verteilung ergibt, 
welche in wesentlichen Zugen die zur Symmetrie der 
CsCs-Struktur passende POPS P* nachbildet. 

An dieser Stelle sei nochmals auf die schnellen lonenlei- 
ter PbFz (Fe-Leitung) und ZrO, (OZe-Leitung) hingewie- 

beide bilden die CaFz-Struktur. Mit der experi- 
mentellen Bestimmung der F'-Sprungbahnen in PbF$"I 
wurde vor einiger Zeit die Kontroverse entschieden, ob die 
sich bewegenden Fe-Ionen bevorzugt die giinstigen Leer- 
stellen der Struktur (; f + (flachenzentriert)) einnehmen 
oder nicht. Sie tun es nicht, aber sie folgen auf ihrem Dif- 
fusionsweg der Topologie der POPS F (CaF,) (vgl. Tabelle 
1 und Abb. 4e). Diese Nullpotentialflache ist kein zusam- 
menhangendes Gebilde, sondern bildet um die Pole M2@ 
isolierte Blasen, deren lul3ere Form Abflachungen im 
Sinne einer Bildung von Oktaedern aufweist ( r n h ) .  Erst 
die im negativen Teilraum sich anschlieDenden benachbar- 
ten PEPS (Abb. 4 9  bilden mehr und mehr eine geschlos- 
sene Flache zwischen den positiven und negativen Polen. 
Diese kommt schliel3lich einer Form verkniipfter Tetraeder 
(um Fe) und Oktaeder (urn Pb2") sehr nahe. Der topologi- 
sche Verlauf von PEPS und experimentellen F'-Sprung- 
bahnen ist eindeutig korreliert. Beide entsprechen sich op- 
timal dort, wo der groBte Abstand von den benachbarten 
Ionen erreicht wird, z.B. im Bereich des die Pb2@-Ionen 
verbindenden ,,Halses" im Zentrum von Abbildung 4f. 
Offensichtlich versuchen die sich bewegenden FQ-lonen 
auf ihrem Weg moglichst wenig im Potential der Umge- 
bung ,,abzusteigen" oder auch ,,aufzusteigen", jedenfalls 
umlaufen sie gerade die ,,gunstigen" Potentiallocher bei 

Trends, die wir mit Hilfe der POPS aufzeigen wollen. 
B-Eukryptit, Na,AI2O3 (Abb. 4c, d), ist wegen seiner gu- 

ten Eigenschaften als NaO-Ionenleiter bekannt und einge- 
hend studiert ~ o r d e n [ " ~ * ~ ~ .  Zuverlassige Informationen 
iiber die Pfade der sich bewegenden Na"-lonen stammen 
aus Beugungsexperimenten. Zum zugehorigen Symmetrie- 
zweig gehort die PMS HI-T von S c h ~ e n ' ~ ~ ' ,  ihrerseits der 
POPS P-G topologisch aquivalent (Tabelle 1). Die POPS 
P-G wird durch eine Ladungsverteilung vom Typ der AIB2- 
Struktur erzeugt, und sie teilt den Raum nicht-kommutativ. 
In einem Teil liegt die Oze-Partialstruktur von 0-Eukryptit, 
im anderen die Kationen A13" und Na@, und zwar die letz- 
teren entlang der c-Achse iibereinander (Kanale). Die Fla- 
che modelliert mit ihrem Tunnelsystem wiederum die opti- 
mierten Wege der sich bewegenden Ionen (die Tunnel 
selbst sind durch AI3@ verspent), und auch in dieser Struk- 
tur kann man die POPS als topologische Naherung fur die 
innere Oberflache der OZQ-Teilstruktur im Kristall anse- 
hen. 

- _ _  ::i usw.! Auch dieses Beispiel erfiillt die generellen 

7. POPS und Phasenubergange 

Phaseniibergiinge 2. Ordnung verlaufen kontinuierlich 
ohne Aktivierung und haben oftmals ausgedehnte Induk- 
tionsperioden. Strukturelle Veranderungen konnen beson- 
ders gut verfolgt werden, weil die Umwandlungen ohne 
Zerstorung der Kristalle ablaufen. Die lokalen Bewegun- 
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gen der Atome und besonders deren koordinative Variatio- 
nen haben direkten Bezug zu Reaktionswegen bei Mole- 
kulreaktionen. Bei Phasenubergangen 1. Ordnung sind die 
Verhaltnisse kompliziert. Einerseits stehen bei T, zwei ge- 
trennte und prinzipiell verschiedene feste Phasen mitein- 
ander im Gleichgewicht, und deshalb bedarf es keinerlei 
struktureller Beziehungen zwischen beiden. Andererseits 
beobachtet man aber relativ haufig auch bei solchen Uber- 
gangen mit der Annaherung an T, lokale strukturelle An- 
derungen, die alle wesentlichen Zuge der kooperativen 
Transformation 2. Ordnung aufweisen. Lediglich bei T, 
geht jeder Bezug zwischen Anfangs- und Endzustand ver- 
loren, weil nach Landau und Lifshitr‘”’ keine Symmetrie- 
beziehungen notwendig sind. Zum Ablauf von Phasen- 
transformationen kann man sich naturlich auf die Diskus- 
sion der thermodynamischen ZustandsgroBen als trei- 
bende Kraft beschranken. Damit ist man immer auf der 
sicheren Seite. Chemiker zeigen aber eine besondere Vor- 
liebe fur kinetische Bilder. Sie ,,wissen‘‘ genau, wann und 
warum welche Bindung auf- und zugeht, zumindest in Mo- 
Jekijlen. Wahrend man sich also im ersten Fall auf den 
Raum der Observablen zuruckzieht ~ es ist der reziproke 
Raum - bewegt man sich im zweiten Fall ganz ungeniert 
im realen Raum der uns umgebenden Dinge. Hier ist aber 
gerade das Kooperative schwer durchschaubar, und des- 
halb konzentrieren sich alle Anstrengungen auf das lokale 
Geschehen. Wir glauben, daB zumindest in kristallinen 
Phasen die POPS (und PMS) eine Briicke schlagen kon- 
nen. Sie sind Teil der realen Strukturen, beschreiben aber 
gerade die globalen Charakteristika kollektiver Organisa- 
tionsformen. Es darf deshalb nicht verwundern, wenn die 
POPS im Verlauf von Phasentransformationen Details of- 
fenbaren, die in offensichtlichem Widerspruch zu den lo- 
kalen Variationen an den durch Atome besetzten Positio- 
nen zu stehen scheinen. 

Wir haben zunachst analysiert, wie POPS auf Verande- 
rungen der Symmetrie reagieren, wie sie etwa bei Phasen- 
transformationen auftreten. Dabei treten oft prinzipielle 
topologische Veranderungen der POPS auf, die 2.B. die 
Anzahl der Tunnel (Genus der POPS, vgl. Abschnitt 3.4) 
und deren Lage zueinander betreffen. Es kann sogar ein 
vollstandiges AbreiBen der kontinuierlichen Flache in ei- 
ner, zwei oder drei Richtungen auftreten, was z. B. zu For- 
men fuhrt, die charakteristisch fur Schichtstrukturen, ein- 
dimensionale Anordnungen und lokal mehr oder weniger 
abgeschlossene Systeme sind. 

Fur den Ubergang zwischen der CsCl- und NaCI-Struk- 
tur gibt es mehrere M ~ d e l l e [ ~ ~ ~ ” ~ ,  die wir erst teilweise mit 
POPS verfolgt haben (Abb. 5). Wenngleich es sich um ei- 
nen ubergang 1. Ordnung handelt, kann besonders auf 
dem nachfolgend erorterten Weg ein kontinuierlich ablau- 
fender Mechanismus gesehen werden, in dessen Folge sich 
die Phasengrenzflache durch die Struktur bewegt. Hierzu 
stellt man beide kubische Strukturen entlang der Raumdia- 
gonalen trigonal auf. Das hat den Vorteil, daB sich die 
Ortsparameter wahrend des Ubergangs nicht andern und 
die gesamte relative Bewegung aller Atome durch einen 
einzigen Parameter beschrieben wird, und zwar durch 
das Achsenverhaltnis c/u: CsCl am= 1.2247 sc/u s 
2.4495 =fiP NaCI. Mit wachsendem c/u werden die Sym- 
metriegruppen PmTm, RSm, FmTm durchschritten, d. h. 
nur die beiden Endglieder sind kubisch, wlhrend der Pha- 

senubergang selbst unter rhomboedrischer Symmetrie ab- 
Iauft. Die Rechnungen zeigen nun gerade bei diesem einfa- 
chen Vorgang, wie unterschiedlich sich die Veranderungen 
lokul und global auswirken! Betrachtet man die Potentiale 
am Ort der Punktladungen (sie liefern uber die partiellen 
M a d e l u n g - F a k t ~ r e n ~ ~ ~ ~ ” ~  den Madelung-Anteil der Gitter- 
energie MAPLE nach Hoppe”’]), so gewinnt man unmit- 
telbar den Eindruck, daB eine NaCI-Struktur uber weite 
Bereiche von c/u erhalten bleibt, bevor die CsC1-Struktur 
fast als eine Singularitat auftritt[”]. Ganz anders verhalt 
sich dagegen die Topologie der zugehorigen POPS, ein 
Man fur den Potentialverlauf zwischen den Ionen. Alle 
rhomboedrischen Zwischenstufen gehoren zu einem sechs- 
armigen Tunnelsystem (Genus = 3),  welches kontinuierlich 
aus der fur CsCl typischen P *-Flache modelliert wird 
(Abb. 5a-j)r921. Lediglich die Tunnelquerschnitte werden 
zunehmend enger, andern sich von fast kreisrunden bis zu 
schmalen schlitzformigen Graphen und schlieBen sich 
endlich zu den fur die F*-Flache typischen Wurfelkanten 
(Tabelle 1, Abb. 5g, h). Jetzt ist also die Topologie der 
NaCI-Flache F* eine Singularitat, die exakt nur mit dem 
korrekten c/u-Verhaltnis erreicht wird. Betrachtet man 
nochmals den letzten Schritt vor Erreichen der NaCI- 
Struktur, so erkennt man, daB jeweils sechs der Wurfelkan- 
ten den einen Teilraum und sechs Kanten den anderen 
Teilraum offnen. In der Nahe der POPS als ,,innere Ober- 
flache“ beriihren sich nun gerdde die Atome, dort liegen 
also auch die auBeren, leicht polarisierbaren Elektronen. 
Durch geringfugige Verzerrungen, z. B. durch Gitter- 
schwingungen erzeugt, werden in einer NaCI-Struktur be- 
reits Tunnel geoffnet und damit Polarisierungen induziert, 
die den Phasenubergang treiben konnen. 

VergroBert man c/u uber den Wert f i  hinaus, so offnen 
sich unmittelbar benachbarte Wurfelkanten zu gewellten 
Schichten senkrecht zur trigonalen c-Achse, und es ent- 
steht eine POPS mit der charakteristischen Topologie einer 
Schichtstruktur (Abb. 5 ) .  Tatsachlich findet man fur 
c/u > 2.45 typische Schichtstrukturen, wie z. B. a-Zn(OH)2 
(2.51), Bi (2.61), Sb (2.62), As (2.81), a-Ga,O, (2.70) und 
viele a ~ ~ d e r e l ~ ~ ] .  In Abbildung Sj ist die Struktur von Bis- 
mut zusammen mit der POPS R* (c/u=2.61) dargestellt. 
Die Korrelation zwischen Struktur und Flache bedarf kei- 
nes weiteren Kommentars. 

Ein kontinuierlicher Ubergang unter Erhaltung kubi- 
scher Symmetrie laRt sich fur die POPS P* und Y** auf- 
zeigen. Hietzu wird in der Raumgruppe P2,3 mit der PK 
FYlxxx generiert (FY{L;[x], FY{:$’[x+ 1/21 A FY&)[x+ 
1\41, FYI:;’ [x+3/’4]. Der Ubergang erfolgt mit der Wahl 
von x. Fur x=O entsteht P*, fur x =  1/8 die Gyroide Y**. 
Die Punktkonfigurationen andern sich dabei von einem F- 
Typ zu einem Y-Typ und zugleich verwandelt sich das 
Tunnelsystem der resultierenden POPS kontinuierlich von 
einem sechsarmigen (P*) in ein dreiarmiges (Y**). In Ab- 
bildung 5k-p erkennt man sehr schon, wie sich die F*Y*- 
Flachen nach und nach verandern und schlieBlich in hoher 
symmetrische POPS einrasten. Die erzeugende Operation 
ist im ubrigen ein bemerkenswerter strukturchemischer 
Vorgang: Mit der Variation von x verschieben sich die 
Bauelemente einer vierfachen Stabpackung interpenetrie- 
render, also sich nicht kreuzender Stapel‘’’. Die Verschie- 
bung der stabformigen Bauelemente erfolgt polar entlang 
der vier kubischen Raumdiagonalen. Nur mit x=O erhalt 
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Ahh. 4. Zu lonenleitung und Elektronendichteverteilungen. a) Die Ago-lonen (gelb) in  a-Agl (1'  rot) liegen auf P* (blau). b) Experimcntrll hestiinrnte tlektro- 
nendichte fur die Flache (.rpO) 1761. c) Elektronendichteverteilung von Nae-lonen in (001) von b-Eukryptit [83, 841. d) Die Flache P-G. die den Raum in den der 
Kationen-Teilstruktur (gelb) und den der 0-Atome (rot) aufteilt. e) Die Blasenflache F-P, (blau) und der Fe-lonenleiter PbF, (Pb dunkelblau, F hellgriin. experi- 
mentell hestimmte Sprungwege (821 griin). f) Eine negative PEPS (violett), die nur noch schmale Tunnel zwischen Fe-Fe (gelb) und Pb2"-PhZa (hellblau) offen 
I lBt. durch die die Sprungbahnen der Anionen verlaufen. g, h) Berechnete Elektronendichteverteilungen fur Agl 1951. In der Kochsalz-Struktur (g) treten nur 
ndhezu sphlrische, in der Zinkblende-Struktur (h) dagegen deutlich polarisierte Dichten auf. i) Die Fllche D* mit ( I  IO)-Schnitt. j)-I) Berechnete Elektronendich- 
ten ( ( I  IO)-Schnitte) fiir Silicium [loll.  AIP I981 bzw. LiAl [99]. Zwischen den Atomen folgen die Dichten jeweils den lokalen Gegebenheiten. Irn interstitiellen 
Bereich folgen aber die Linien gleicher Dichte dem Verlauf von D*. m) Struktur und berechnete Valenzelektronendichte (blau) fur die Hochdruckmodifikation 
Caesium-IV (gelb) [IOS]. Die Lage der Cs-Atome ist mit der der Th-Atome in ThSi2 vergleichbar (Si violett). Die grO0ten Dichten befinden sich dort, wo sie auch in  
ThSi: sind. entlang der Si-Ketten. n) Ein Teil der "D*-FIBche mit einer der Dichteverteilung entsprechenden Tunnelstruktur. 

man auch lokale kubische Symmetrie. Im gesamten ubri- 
gen Feld O<x< 118 ist nur die globale Symmetrie kubisch, 
die lokale aber maximal trigonal! Ein interessantes Bei- 
spiel fur diese Transformation wiire die (leider noch nicht 
beobachtete) Umwandlung der Nb,F,,-Struktur in die 
Ta,CI,,-Struktur. Wenngleich in beiden Strukturen M6XIZ- 
Cluster mit sechs anderen M6X 12-Clustern verknupft sind, 
liegt in Nb6F15 ein System zweier interpenetrierender 
Netze vor, wahrend in Ta&Ils alle Cluster direkt oder in- 
direkt zu einem gemeinsamen Netz zusammengefiigt sind 
(vgl. die Abschnitte 5.1 und 5.3). Die Transformation 
miil3te also von einer durchgreifenden h d e r u n g  der Ver- 
netzung begleitet und konnte dennoch topologisch uber- 
schaubar sein. 

Es sei schlieOlich erwahnt, daO auch ein kontinuierlicher 
Ubergang von Q* nach P* maglich ist. Hier wird ein vier- 
armiges Tunnelsystem unter Aufhebung der Intersektionen 
im Raumteiler in ein sechsarmiges uberfuhrt! Die beiden 
Verbindungen BaZnOz und CaTiO, mdgen beispielhaft 
zeigen, da13 auf diesem Wege wichtige Zusammenhange 
zwischen Perowskiten und defekten Perowskiten mit stati- 
stischer Defektverteilung bzw. geordneter, reorganisierter 
Defektverteilung aufgedeckt werden konnen. 

Solche Untersuchungen konnen wichtig werden, wenn 
sukzessive kooperative Verschiebungen einer groOen An- 
zahl von Atomen (die z. B. auf den POPS liegen) mit weni- 
gen Parametern zu beschreiben sind, wie sie gerade zur Er- 
zeugung der POPS benotigt werden. Ein sehr schones Bei- 
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spiel ist hierfur die Untersuchung martensitischer Um- 
wandlungen mit Hilfe von D* und Y**, wie sie von Anders- 
son und Hyde durchgefuhrt wurde'"]. Die Autoren be- 
trachten dabei PMS und keine POPS. Fur PMS existiert 
eine mathematische Transformation, die sogenannte Bon- 
net-Tran~formation['~], bei der auf den Flachen keine Ver- 
anderungen von Llngen, sondern nur von Winkeln auftre- 
ten. Man kann sich das so vorstellen, als lage eine Flache 
aus Kettengliedern vor, die keine Stauchungen und Strek- 
kungen erlauben (Kettenhemd). Da die Bonnet-Transfor- 
mation von einer Darstellung der Flachen in der komple- 
xen Zahlenebene ausgeht, ist in bestimmten Fallen eine 
weitere Reduzierung der Parametermenge moglich. So ist 
z. B. im vorliegenden Fall nicht einmal die Definition eines 
Fixpunktes im realen Raum notwendig, d. h. die Atome be- 
wegen sich wahrend der Transformation alle gleichzeitig 
und kontinuierlich gegeneinander - eine recht realistische 
Beschreibung der tatsachlichen Vorgange. 

8. Elektronendichte und POPS 

In Strukturen mit kleinen Elementarzellen sind nur we- 
nige Atome auf meist speziellen Positionen vorhanden. 
Damit lassen sich kaum direkte Relationen zu POPS oder 
PMS erkennen, weil die Atome der oft hohen lokalen Sym- 
metrie unterliegen und den globalen Kraften des gesamten 
Arrangements nicht zu folgen vermogen. Dennoch bieten 
sich gerade diese Strukturen fur die Untersuchung sehr fei- 
ner struktureller Einzelheiten an, z. B. der Bildung spezifi- 
scher Elektronendichtekonturen der unterschiedlichen 
Atome unter dem EinfluR der Symmetrie (z.B. in homoo- 
morphen Reihen). 

Die Flachen F* und D* (Abb. 1, Tabelle I )  unterschei- 
den sich drastisch. F* besteht aus einer luckenlosen Pak- 
kung geschlossener Wurfel - jedes Wurfelzentrum ist also 
von einer geschlossenen ,,Wiirfelhaut" umgeben - wah- 
rend fur D* ein vierarmiges ,,tetraedrisches" Tunnelsystem 
typisch ist. AgI und AgBr treten in zwei Modifikationen 
auf, in der NaCI- und in der ZnS-Struktur['s.y"l. Wie wird 
sich die Verteilung der Elektronendichte an diese beiden 
Kristallfelder anpassen? Hierzu haben schon vor fast 50 
Jahren Brill et al. richtungsweisende Experimente durchge- 
fiihrt1y71, an deren Aussage sich bis heute im Prinzip nichts 
geandert hat. In Verbindungen mit NaCI-Struktur findet 
man im wesentlichen spharische Elektronendichten urn die 
Atome (Abb. 4g), und dies entspricht genau der Vorstel- 
lung, da13 hier die Atome optimal voneinander abgeschirmt 
und von einer geschlossenen POPS ( F * )  umgeben sind. 
Dagegen weisen Verbindungen mit der ZnS-Struktur ein- 
deutig richtungsabhangige Dichteverteilungen auf (Abb. 
4h)["], die sich erwartungsgemaR in Richtung der Tunnel- 
offnungen der D*-Flache erstrecken. Eindrucksvoll sind in 
diesem Zusammenhang die Valenzelektronendichten aus 
quantenmechanischen Rechnungen fur solche diamant- 
analogen Strukturen bzw. Partialstrukturen (Si (Abb. 4j), 
LiAl (Abb. 41), LiAISi['8-""I, LiZnAs['021). In allen Fallen 
ist die Elektronendichte auf den kurzen Kernverbindungs- 
linien (chemische Bindung) erhoht, jedoch sehr unter- 
schiedlich nach Hohe und Form, was wegen der doch be- 
trachtlichen Unterschiede zwischen den untersuchten Sy- 

stemen auch erwartet wird. Nahezu gleich oder zumindest 
vie1 ahnlicher ist aber fur alle Verbindungen der Verlauf 
der Elektronendichte im interstitiellen Bereich (Abb. 4), 
und dieser Verlauf ist gerade so, als ware in diesem Be- 
reich die Elektronendichte an der D*-FIache modelliert 
worden. Es gibt also ganz offenbar in  den Strukturen Be- 
reiche, in denen die globale Gesamtsymmetrie gegenuber 
den lokalisierten Zentralkraften der Atome den groRten 
EinfluR gewinnt. Wie stark sich dieser kollektive Effekt 
nun bei unterschiedlichen Strukturen auspragt, konnen wir 
heute noch nicht beurteilen. 

Eines scheint jedoch jetzt schon sicher zu sein, daR nam- 
lich Strukturen mit trigonal-prismatischen Anordnungen 
bevorzugt d-Elektronen ,,unterbringen" konnen. Dies sei 
am Beispiel von Caesium-IV, einer Hochdruckmodifika- 
tion von Caesium erlautert. Bei einem Druck von 44 kbar 
bildet sich eine tetragonale Struktur mit einem relativen 
Volumen V /  Vo=0.391'031; das entspricht im Bild der Biltz- 
schen V ~ l u m e n i n k r e m e n t e [ ' ~ ~ ~  dem Vorliegen von CsO! 
Trotz des enormen Volumenkollapses entsteht aber gerade 
keine der ublichen ,,dichten Packungen", sondern eine 
Packung trigonaler Prismen, direkt vergleichbar mit der 
Anordnung der Th-Atome in a-ThSi,. Die Autoren selbst 
haben ubrigens in ihrer Struktur weder die trigonalen Pris- 
men noch den Zusammenhang zu a-ThSi, erkannt. Eine 
aufwendige quantenmechanische Behandlung zeigt zu- 
nachst einmal, daB Caesium in dieser merkwurdigen 
Struktur keine Elektronen mehr in s-Zustanden besitzt['"s', 
sich vielmehr in ein d'-Metall verwandelt hat. Die Vertei- 
lung dieser Valenzelektronen enthalt aber die eigentliche 
Uberraschung (Abb. 4m): Die Bereiche groRter Dichte be- 
finden sich nicht in der Nahe der Cs-Kerne, sondern ver- 
laufen schlauchartig durch die Zentren der trigonalen Pris- 
men! Dabei liegen die groOten Anhaufungen auf den qua- 
dratischen Flachen und in den Zentren der Prismen. Diese 
Verteilung zeigt einen frappierenden Bezug zur a-ThSi2- 
Struktur, in der die elektronegativen Si-Atome ein dreibin- 
diges Geriist bilden, welches exakt die Topologie der Elek- 
tronendichteverteilung in Cs-IV wiedergibt (Abb. 4m). Ma- 
ximale Dichten sind dort, wo in a-ThSi, die Zentren der 
Si-Si-Bindungen sind oder die Si-Atome liegen. Es drangt 
sich gerade durch dieses elektronisch einfache System der 
Eindruck auf, da13 trigonal-prismatische Anordnungen von 
Atomen optimale Platze fur Elektronen schaffen, Jokali- 
siert" in den Zentren und auf den quadratischen Prismen- 
flachen. Schliel3lich gibt die symmetriegerechte POPS "D* 
(c/o = 3.73) auch noch das dreidimensionale topologische 
Modell fur genau diese seltsame Dichteverteilung - sie ent- 
halt ein dreiarmiges Tunnelsystem und trennt die Cs@-lo- 
nen von ihren Valenzelektronen (Abb. 4n). 

Diese Beschreibung impliziert im weiteren Sinne auch 
die Vorstellung, genau diese Cs-Modifikation als Caesium- 
Elektrid Cs@eQ zu verstehen. Damit tragt man dem Um- 
stand Rechnung, dal3 trotz hohen Druckes keine optimale 
Packung der Atome gebildet wird, weil namlich noch zu- 
satzliche Quasi-Teilchen passende Koordinationspolyeder 
benotigen und damit die Struktur mitbestimmen. Die Elek- 
tronen sind in Cs-IV offenbar starker lokalisiert als in a- 
Cs, eine Beobachtung, die deutlich demonstriert, daR mit 
zunehmendem Druck nicht notwendigerweise der am 
starksten degenerierte (metallische) Zustand favorisiert 
wird. 
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Wie bereits oben mehrfach diskutiert, kann aus der An- 
passung bestimmter Strukturteile an die POPS abgeleitet 
werden, dal3 in diesem Bereich vorwiegend die hochsten 
besetzten Orbitale (HOMOS) liegen'"]. Gehen wir noch ein- 
ma1 zur Struktur von Li2,Si5 zuriick (vgl. Abschnitt 5.2 und 
Abb. 2i-I[s51), die durch die FlBche D* zerlegt wird. Bei An- 
wendung der Zintl-Klemm-Regel in der iiblichen Form 
verbleiben entsprechend [Li22Si4]48 und [Li,oSi6]4e im er- 
sten Cluster noch zwei Elektronen, die nicht in Si-Zustan- 
den unterzubringen sind["]. Man wurde wegen dieser Elek- 
tronen metallische Leitfahigkeit envarten. Quantenmecha- 
nische Clusterrechnungen haben gezeigt, da13 diese iiber- 
schussigen Elektronen tatsachlich in einem Kufigorbitul 
an der Oberfliiche der Cluster uber die luDeren Li-Atome 

Abb. 5. Zu Phasenuberggngen (GrljBenverhBltnisse sind nur relativ zu ver- 
gleichen, da alle Objekte auf die maximale BildgroRe skaliert wurden). a)-J) 
Der Ubergang von der CsCI- zur Kochsdlz-Struktur, dargestellt mil Hilfe der 
zugehijrigen POPS. Anderung des Achsenverhiltnisses von c/o = I (a) nach 
2.61 (i). b, c) Die CsCI-Struktur (CI rot, gelb; Cs violett. blau) fur c/o= 1.22 
in zwei Blickrichtungen. d)-f) Mit zunehmendem Achsenverhiltnis schlieBen 
sich die Tunnel zu schmalen Schlitzen, bis sie bei c/a=2.44 zu Wiirfelkanten 
geschlossen werden (g. h). i) Bei c/u=2.61 zeigt sich deutlich die Charakte- 
ristik einer Schichtstruktur. j) Zum Vergleich daneben die Struktur von Ris- 
mut. - k)-p) Beim Ubergang von P* ( k )  nach k'** (p) wandelt sich das sechs- 
annige Tunnelsystem (vgl. Abb. le) kontinuierlich in ein vieranniges um. 

(de-)lokalisiert sindilW. '"'I. Gerade diese Li-Atome liegen 
auf der D*-Fliiche, dem topologischen Raumteiler. Damit 
ist hier eindeutig belegt, da13 die am schwachsten gebunde- 
nen Elektronen (in den energetisch am hochsten liegenden 
Kafgorbitalen) im wesentlichen um diese Flache lokali- 
siert sind. An dieser Stelle sei nochmals betont, dal3 die 
POPS vom Typ 1 wie D* eine hohere Symmetrie teprasen- 
tieren als sie die Gesamtstruktur hat. lnsofern kann man 
auch an eine symmetriebedingte Stabilisierung des Kafig- 
orbitals denkenr6]. 

Bandstruktur-Rechnungen zeigen auch fur die Struktur 
von LisMg,*Al12 (vgl. Abschnitt S.l), daB hier im wesentli- 
chen Al-Zustiinde von Elektronen besetzt sind, von denen 
die hochsten besetzten auch deutliche Mg-Anteile aufwei- 
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sen, und gerade zwischen Al- und Mg-Atomen liegen. Dies 
ist wiederum der interstitielle Bereich, der topologisch der 
P*-Flache folgt[']. 

SchlieRlich noch eine Anmerkung zu CsCl und P-AgI 
(vgl. Abschnitte 5.1 und 6). Fur beide in P* eingebetteten 
Strukturen gilt gleichermaaen, daI3 die Elektronen das 
kleinste Potential, also die schwachste Bindung auf oder 
nahe der POPS P *  ,,spuren". Das bedeutet, da13 die hoch- 
sten besetzten Zustande in CsCl wie auch in P-AgI raum- 
lich dort zu erwarten sind, wo P* den Raum teilt. Im ersten 
Fall wird dies durch die Balance der attraktiven Krafte, 
Css@-Clsee, im zweiten Fall durch die der repulsiven, ISe- 
ISe, bewirkt. Wir gehen davon aus, daR die charakteristi- 
sche Aufteilung des Raumes in Richtungen symmetriebe- 
dingt unterschiedlicher Qualitat auch fur komplizierte 
reale Potentialverhaltnisse im wesentlichen die topologi- 
schen Ziige der POPS behalt. Das heifit, durch Tunnel aus- 
gezeichnete Richtungen unterscheiden sich in ihrer struk- 
turchemischen Bedeutung z. B. von senkrecht zur POPS 
verlaufenden. Diese Diskriminierung verschiedener Rich- 
tungen nutzt die Natur optimal zum Arrangement unter- 
schiedlicher Wechselwirkungen aus. 

Interessant ware in jedem Fall, eine Analyse der raumli- 
chen Verteilung der HOMOS durchzufiihren, deren Ergeb- 
nis moglicherweise der einen oder der anderen Beschrei- 
bung den Vorzug gibt. 

9. Epilog 

Noch sind die Erfahrungen auf diesem jungen Gebiet 
begrenzt, und von einer systematischen Erforschung der 
Strukturen fester Stoffe kann keine Rede sein. Doch selbst 
der mit den bisher durchgefiihrten Untersuchungen ge- 
wonnene Einblick in die Welt kollektiver Organisations- 
formen ermoglicht schon einige allgemeine Aussagen. 

1. Eine wesentliche Erkenntnis ist aus dem Zusammen- 
spiel zwischen periodischen Potentialflachen und chemi- 
schen Strukturen zu gewinnen: Die Natur wahlt aus dem 
dreifach unendlichen Vorrat von Ortsparametern xyz of- 
fensichtlich nur eine kleine Untermenge aus, die mehrheit- 
lich im engeren raumlichen Bereich der POPS liegen, und 
nur in wenigen speziellen Fallen in den Zentren der Laby- 
rinthe. Es muR noch geklart werden, ob diese Erscheinung 
zur Ableitung von Phasenbeziehungen zwischen Struktur- 
faktoren ausnutzbar ist (entsprechende Untersuchungen 
wurden begonnen['081). 

2. Die strukturchemische Bedeutung von POPS (und 
PMS) resultiert aus der natiirlichen Separierung unter- 
schiedlicher Wechselwirkungen in kollektiven chemischen 
Strukturen. Solche raumlichen Separierungen sind fur Mo- 
lekiile typisch (intra-insulare Kovalenz, van-der-Waals- 
Haut) und auch in Clusterverbindungen gut erkennbar, in 
denen sich die kovalenten intra-Cluster-Wechselwirkungen 
deutlich von den lokalisierten inter-Clusterbindungen und 
von den ionischen inter-Clustenvechselwirkungen raum- 
lich abgrenzen lassen. Kristallen von Molekiilen sowie 
Cluster-Anionen und -Kationen ist gemeinsam, daR die in- 
ter-insularen Wechselwirkungen auf ungerichteten (,,delo- 
kalisierten") Zentralkraften vom van-der-Waals-Typ bzw. 
Coulomb-Typ beruhen. In beiden Fallen werden die Ab- 
grenzungen zum interstitiellen Raum durch die freien 

Elektronenpaare der Substituenten bzw. der auf3eren Li- 
ganden gebildet. In metallischen Phasen mit Clusterbil- 
dung spricht vie1 fur die Annahme, daR die am schwach- 
sten gebundenen Elektronen gerade diese interstitiellen 
Bereiche popdiered". 

3.  Man findet, daR durch POPS ausgezeichnete Berei- 
che zentriert werden, in denen entweder besonders starke 
(kovalente, ionische) oder besonders schwache Wechsel- 
wirkungen (metallische, van-der-Waals-Wechselwirkun- 
gen) in der Gesamtstruktur auftreten. POPS dienen also als 
topologisches Konzept fur strukturelle Grundmuster oder 
auch als Konzept fur Raumteiler von Strukturen. 

4. In der Regel bildet in einer Struktur die Mehrheits- 
komponente die innere Oberflache (POPS, PMS), wobei 
Stochiometrie und Raumbedarf eine wichtige Rolle spie- 
len. So kann man sich z. B. zur Bildung interpenetrierender 
Strukturen leicht iiberlegen, daI3 auch bei geeigneter Sym- 
metrie gewisse Randbedingungen zu erfiillen sind. Die 
Einhaltung ausreichender Atomabstande zwischen den 
sich durchdringenden Partialstrukturen ist unabdingbar. 
Das wird um so leichter, je mehr Atome am Aufbau der 
netzbildenden Einheiten beteiligt sind (NbhFIS). Bei 
kleinen Strukturen gelingt dies nur, wenn die Mehrheits- 
komponente zugleich auch die kleineren Atome stellt 
(CuzO, nicht aber Cristobalit SO,). 

5 .  Einige Worte zur Kriimmung in Strukturen: Die Fra- 
ge, ob denn nun alles gekriimmt sei, stellt sich natiirlich 
immer wieder. Ein Blick auf die Erscheinungen in der Na- 
tur lehrt aber sehr schnell, daI3 der Aufbau gekriimmter 
Strukturen eigentlich die Norm ist und es zur Bildung l i -  
nearer und ebener Anordnungen erheblicher Anstrengun- 
gen bedarf. Eine zweidimensionale, ebene Form verlangt 
z. B. die Einhaltung exakter Relationen von radialen und 
lateralen Ausdehnungen (Wachstumgesetze!). In der spra- 
che interatomarer Abstande eines Netzes bedeutet dies 
exakte Relationen fur samtliche Vektoren. Ein ebenes 
NaC1-Netz erhalt man nur fur q=d(CI-Cl)/d(Na-CI)=fl. 
Im freien Spiel der Krafte sind aber Abweichungen wie 
q <fl (Flache positiver Kriimmung; Kugelhaube) bzw. 
q > f l  (Flache negativer Kriimmung; ,,Fdltenrock"; PMS) 
vie1 wahrscheinlicher. Ein lehrreiches Experiment ist etwa 
das Zusammenkleben von fiinf, sechs, sieben usw. gleich- 
seitigen Dreiecken um ein gemeinsames Zentrum. In kri- 
stallinen Stoffen bildet die Translationsperiode (Elemen- 
tarzelle) den auneren Rahmen eines Netzes. Nur wenn die- 
ser Rahmen klein ist, kann q=# nicht umgangen wer- 
den. Allein Strukturen mit ganz kleinen Translationsperi- 
oden sind also die typischen Kollektive: Hier hat das Indi- 
viduum keine Chance, und sogar die Elektronendichte hat 

Abb. 6. Stereobilder. a) Die Struktur von Granat, Ca3[A12Si12012] (Ca rot, 0 
hellblau. Si in den griinen Oktaedern, Al in den griinen Tetraedern), beste- 
hend aus zwei interpenetrierenden Teilstrukturen, die jeweils von den Y-far- 
migen Graphen (violett) zentriert und von der Flache Y** getrennt werden 
(gelbe bzw. hellblaue Srite der Fllche). b) Ein Strang der Doppelhelix in 
n-Amylose (C rosa, 0 orange, H kleine rosa Kugeln) und ein Ausschnitt aus 
der F l k h e  Q* (griin, blau). c) Die Struktur von LiiaMgSi4 wird von der FIL- 
che S* in ein gelbes und ein blaues Labyrinth aufgeteilt, in  dem Li (griin) 
und Mg (orange) sowie Si (rot, iiber Flachpunkten der Flache) liegen. d) Die 
Struktur von Ta6CI,, und die Flache Y**. Die Ta-Atome (rot) bilden Oktae- 
der (schwarz), die von einer Sorte der CI-Atome (griin) zu einem dreidimen- 
sionalen Netz verkniipft werden. Die anderen CI-Atome (dunkelblau) umge- 
ben Y** in Form einer nicht-euklidischen Kugelpackung. 
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zu folgen. GroDere Zellen geben dagegen in natiirlicher 
Weise der Mannigfaltigkeit gekriimmter Strukturen Raum 
zur freien Entwicklung. 

Die Chemie lebt und profitiert ganz wesentlich von der 
kreativen Intuition und dem ausgepragten Gefuhl des Che- 
mikers fur Stoffe und deren Strukturen (was ihn bekannt- 
lich befahigt, selbst Elektronen zu sehen). Unser Beitrag 
hierzu ist die Zerlegung von Strukturen durch nicht-eukli- 
dische, periodisch gekriimmte innere Oberflachen, die 
Fragrnente voneinander trennen und gleichzeitig zusam- 
menfiigen, die hinsichtlich ihrer chemischen Bedeutung 
quasi als Strukturinkremente analysiert werden und damit 
einem besseren Verstandnis der kollektiven GesetzmaDig- 
keit dienen konnen. Diese Flachen sind Ausdruck der 
Translationssymmetrie, und sie spielen in der Hierarchie 
zur Organisation von Organismen eine vergleichbar bedeu- 
tende Rolle wie etwa homootische Gene in biologischen 
Systemen; diese entscheiden, wo z. B. Beine wachsen, ha- 
ben aber mit dem Aufbau der Organe nichts zu tun. Ganz 
analog entscheidet in kristallinen Phasen die Translations- 
symmetrie, wo Baueinheiten liegen, mit dem Aufbau der 
Einheiten selbst hat sie nichts zu tun. Wir glauben, daD 
sich mit der Anwendung von periodischen Potentialfla- 
chen auf Kristallstrukturen groI3ere Zusammenhange bes- 
ser verstehen und Struktureigenschaften neu interpretieren 
lassen. Uns hilft und begeistert diese Strategie taglich und 
stiindlich ~ moge sie niitzen! 

Wir danken Herrn Dip[.-Chem. M .  Oehme fur die Ausfuh- 
rung der zahlreichen Rechnungen im Zusammenhang mit 
den Phaseniibergangen. den Herren Dr. R .  Wedig und B. 
Koerner fur ihre engagierte und entscheidende Hive bei den 
umfangreichen Computer-Programmen und Frau C. Fowler 
fur die Niederschnjit. Ganz besonderen Dank schulden wir 
Prof. S .  Andersson fur die vielen fruchtbaren Diskussionen 
sowohl auf festem Boden (Stabilisierung allein durch Diago- 
nalverstrebung) als auch auf schwankendem Untergrund 
(nicht allein um Oland) und nicht zuletzt Prof. W. Jeitschko 
fur seinen Mut. die hausliche Kuche unbesehen der Seifen- 
blasen-Mathematik PU opfern. Unser Dank gilt schlieJlich 
dern Fonds der Chemischen Industrie fur die unvergleichliche 
Forderung unserer Forschung. 
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